PISTAS DE AEROPUERTOS

FUERZAS QUE ACTUAN EN LAS PISTAS DE ATERRIZAJE

El ingeniero H. M. Westergaard, Pro-
fesor de la Universidad de Harvard, pre-
senté en 1939 ante el Consejo de Inves-
tigaciones sobre Caminos, de Washington,
un extenso trabajo sobre este asunto.

Para seguir su estudio, de por si com-
plicado, es necesario conocer sus anterio-
res trabajos sobre carreteras, y mos ha
parecido lo mejor seguir el resumen que
han redlizado los técnicos de la Portland
Cement Association, que amablemente
han puesto en mis manos.

El estudio original de Westergaard
presentaba férmulas basadas en el su-
puesto de que la reaccién del subsuelo
era una constante, Presentd tres férmu-
las: una para cargas aplicadas en las
esquinas de una losa; otra para cuando
la carga actfia en los bordes a cierta dis-
tancia de la esquina, y la tercera para
cargas en el interior de la losa a alguna
distancia de los bordes y esquinas.

Posteriormente a la presentacién de
estas férmulas, experimentos realizados
en el Laboratorio del Departamento de
Caminos en Arlington dieron resultados
que estaban muy de acuerdo con los ob-
tenidos por las férmulas de Westergaard
para las cargas aplicadas en esquinas y
bordes, pero no para las que obraban en
el interior de las losas.

Por A. RODRIGUEZ-MARTIN,
Autor de la Base aérea de Tablada.

En el estudio de 1939, el Profesor pro-
puso un cambio de la férmula para car-
gas en el interior. En este trabajo la fér-
mula original aparece como la ecua-
¢ién (4), v la modificada, como la niime-
ro (21), Estas dos ecuaciones consideran
una carga distribuida sobre un pequefio
circulo de radio B. Cuando R es grande,
como en €l caso de grandes ruedas de
aterrizaje, es necesario realizar nuevas
correcciones, lo que hace el Profesor de
Harvard introduciendo la ecuacién ni-
mero (6).

Se llama la atencién sobre el valor de C
en la ecuacién (21), Este valor varia
con @ y se computa con las ecuaciones
(6), (11) y (23).

La suma de los valores obtenidos por
las tres férmulas (4), (21) y (6) repre-
senta la fuerza que actiia en la losa de
una pista, cuando el subsuelo se condu-
ce como un sélido profundo eldstico con
coeficiente de elasticidad, y de Poisson,
constantes.

Cuando el peso por unidad en un sub-
suelo aumenta considerablemente, los dos
coeficientes anteriores mo resultan cons-
tantes; sin embargo, como se ha compro-
bado que las presiones por unidad en
4reas bajo losas de hormigén son muy
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bajas, podemos admitir que son constan-
tes para usos practicos.

La suma de los valores de las férmu-
las (4), (21) y (6) se han compilado en
tres tablas, por la Portland Cement As-
sociation, para presiones de 50, 75 y 100
libras por pulgada cuadrada. Fuerzas de
presiones de neumaticos y carga por rue-
da intermedias pueden ser obtenidas por
interpolacién.

ESTUDIO DEL PROBLEMA

El problema de las fuerzas que actGan
en una pista de aterrizaje de hormigdén
es esencialmente el mismo que se presen-
ta en el cilculo de carreteras, excepto
que la carga por rueda y el area de con-
tacto entre neumaético y pavimento son
mayores en el primer caso. Estas dos di-
ferencias, especialmente la segunda, exi-
gen una revisién de las férmulas emplea-
das para carreteras.

Las férmulas estdn basadas, como ya
hemos dicho, en el principio de que la
reaccién del terreno es una cantidad
constante, por la que hay que multipli-
car la flexién de la losa de hormigén pa-
ra encontrar los esfuerzos,
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Suponemos:

E Médulo de elasticidad del hormi-
g6én supuesto constante,

u Coeficiente de Poisson para hor-
migdn y eonstante 0,10.

K Reaccién del terreno por unidad de
superficie y de flexién (en el es-
tudio de Westergaard, en libras
por pulgadas al cubo).

« Espesor uniforme de la losa.

L Coeficiente de rigidez relativa de-
finido por la ecuacion

E a
LA = — :

120 = ud) k' M

P Peso total por rueda aplicado a
considerable distancia de los bor-
des.

R Radio del circulo en que P se dis-
tribuye uniformemente.

b Dependiendo de B y @ segin las
ecuaciones

b=V16 R+ a* — 0,675 a (2)
cuando X < 1,724 a

b=a (3
cuando R > 1,724 a

o Fuerza de extensién en la parte in-
ferior de la losa directamente
bajo el centro de la presién de
rueda.

0, Valor de o en los primeros estu-
dios, cuando se suponia que el
radio R tenia valores pequefios:

Ea®

| @

o)
0, = 0,275 (1 + #) i—s log 10

0, Valor suplementario que debe ana-
dirse a o, para obtener el pro-
pio valor de o. Solamente debe
tomarse en consideracién para
valores elevados de E.

z, Flexion de la losa en el centro de

la carga.
z, Valor de z, cuando R es muy pe-
queno,
P
5= m— . (5)

Las ecuaciones 1, 2, 3 y 5, y la equiva-
lente de la 4, para E, igual tres millones
de libras por pulgada cuadrada (1.360.000
kilogramos por em?), y u = 0,15, fueron
halladas por el Profesor Westergaard y
publicadas en el “Public Roads”, de abril
de 1926,

En el estudio posterior ha presentado
los siguientes resultados, que pueden ser
aplicados satisfactoriamente cuando R no
resulte superior al coeficiente L:

(A) La fuerza suplementaria que hay
que afiadir a o, es aproximada-
mente

_ 34 uP | R\
=g | ;) O

Esta féormula fué obtenida separada-
mente por W. D. Dickinson, siguiendo un
distinto procedimiento.

(B) Como 1— u? varia muy poco con
#, podemos, en la ecuacion (1),
sustituir « por el wvalor 0,15.
Esto hace que la ecuacién (6)
se convierta en

0y =

016 (1 4 u) P R® I/ £

a’ Ea
(C) La fuerza resultante
0=0, 0 @®)

da la mayor extensién produci-
da por el peso P. El radio R ten-
dria que ser considerablemente
mayor que L para producir la
maxima extension en otro punto
diferente del centro del circulo.

(D) El ser
a<< L 9)

se ha encontrado que equivale a
la condicién

0, < 0,16 0, . (10)

Esta condicién (10) puede ser
usada en lugar de la (9), para
decidir si las féormulas pueden
o no ser aplicadas.

(E) La flexién bajo el centro de la car-
ga es aproximadamente

P R
5= [84‘ /’g—‘l -~ (0,3665 log 10 X s

—0,2174) (—i—)sj : 1)

Mas adelante veremos como se obtie-
nen las férmulas (4), (6) y (11).

Ahora vamos a poner un ejemplo para
ver como se aplican las férmulas ante-
riores:

Ejemplo—Supongamos una losa de 152
milimetros de espesor.

£ 281240 kgs. por cm®

uw =015 (12)
& 2,76 kgs. cm?

a 152mm.

£ 13600 kgs. (13)
R 35 cms,
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El valor de R corresponde a una pre-
sibn de 3,5 kgs. por em? sobre el Area
que recibe la carga. Las ecuaciones (3),
(4), (7) vy (8) dan

o, = 44,014 kgs. por cm?
0,703 kgs. por cm?
o = 44,717 kgs. por cm®

04 =

(19)

Como o, es menor que el 16 por 100
de o, las féormulas pueden aplicarse, lo
que puede también comprobarse compu-
tando L por la ecuacién (1) y observando
que R es menor que L.

Las ecuaciones (1), (5) y (11) dan

[2 = 5536 cm?

L =7442 cm. (15)
5 =01111em. 5, = 0,1026 cm.  (16)
20— 0925, (17)

“1

Férmulas basadas en el coeficiente de
rigidez del terreno—Este coeficiente es

K==#L. (18)

K se mide en kgs. por em?2, o libras por
pulgada cuadrada. La féormula siguiente
es una modificacion de la (4):

Y 1,1 (‘l-i—f:)/ [log-:—-l-

1 a

+1/310g - — 0.{)89] . 9)

(“Public Roads”. Diciembre de 1939.)

Para los valores del ejemplo anterior
encontramos

K = 21,50 kgs. por cm? (20)

v los mismos valores para o,, 0, ¥ 0.

Correcciones teniendo en cuenta que
las reacciones del terreno mno resultan
constantes.—Las férmulas anteriores con-
sideran &k y K como constantes. Como en
realidad son variables, se ha buscado o,
como valor suplementario, para ser afa-
dido a o, u ¢ en la siguiente férmula:

L \2
0y= T2 (7) -en

en la que L’ es una distancia y C es el
coeficiente de reduccién de z,, debido a la
diferente distribucién de las reacciones
del terreno.

Resulta un caso particular de mucho
interés aquel en que el terreno se con-
duce como un sélido profundo elastico,
con coeficiente de elasticidad a la com-



Nimero 53

presién constante E; ,y un coeficiente de
Poisson u; también constante, Cuando R
es pequeiio se encuentra

L'=5L, C=03906,
K=041242 — 5

'"”,;

(22)

Como en el presente estudio se consi-
deran valores mayores para R, es conve-
niente que C se reduzea al siguiente
valor:

€= 0,3906 - . (23)
b |

Para los valores empleados en nuestro
ejemplo, las ecuaciones (23) y (17) dan

€ = 0,3906 X 0925 = 0,3613. (24)
Y la ecuacién (21) da
_ 15(140,15). 03613 . 13600
oy e 0 0
. (1/5)F = — 14,62 kgs. por cm® (25)

y entonces la fuerza resultante seria

o' =0, + 0y + o, = 44,14 4- 0,703 —
— 14,62 = 30,09 kgs. por cm®. (26)

La fuerza resultante, en nuestro caso,
puede considerarse comprendida entre 44
v 30 kgs, por emz2.

COMO SE OBTIENEN LAS FORMU-
LAS BASICAS

Vamos a exponer cémo se obtienen las
férmulas (4) y (6) para las fuerzas, y
la (11) para las flexiones.

Supongamos

r como la distancia horizontal al
centro de la carga,

z la flexién en cada punto.

Como z va a ser funcién de » solamen-
te, el operador de Laplace toma la forma

7% 1 d
'3::[:'=+_ (

r dr

@7)

Cualquier zona sin carga de la losa
satisface la ecuacién

E a?

21—«

Azt kz=0. (28

(“Die Elastischen Platten”. Julius
Springer, Berlin, 1925, pagina 186, y p4-
gina 4 del niimero de marzo de 1930 del
“Public Roads”.)

Intreduciendo I de acuerdo con la ecua-
cion (1), la ecuacién (28) se convierte

fif s =2=0. (29)
Ahora consideremos la funcién
Z=z+4il*Az, (30)
en la que
i=V—1.
Se observa que
IFANZ4iZ=i(lAN=z12), (31)

¥, por consiguiente, la ecuacién (29) se
satisface si Z se elige como una funcién
de » que satisfaga a la ecuacién

L2AZ+iZ=0 (32)

¥ z se toma como parte real de Z.

De acuerdo con la ecuacién (30) pode-
mos formular
s=K: 25 z

Im Zy (33)

1

LS
en donde R, ¢ I,, indican “Real parte de”
e “Imaginaria parte de”, respectiva-
mente,

La ecuacion (32) se satisface con cual-
quier funcién Bessel de orden cero, con

argumento

r Vi

I

La funcién Bessel que nos interesa es
la “Hankel Bessel” H, (1). (Informacién
sobre estas funciones se obtienen en el
libro y tablas de Jahnke and Emde
“Funktionentafeln mit Formeln un Kur-
ven”, Leipzig, 1909; especialmente en las
paginas 96 y 139.)

Como la funcién H, (2) no va a ser
usada, podemos omitir el indice (1) en la
que nos interesa.

La ecuacién
') 1 RV :‘)

7= H (21" 34

vy /"( % 34
no solamente satisface la ecuacién (32),
sino que converge hacia coro a infinito,
v puede ser demostrado que tiene la par-
ticularidad en el origen de satisfacer a
una carga, en dicho punto, igual a 1.
Porque

7 7 4
:f,-z- =y, (ReZ)=0 parar =0.(35)

(“Jahnke and Emde”, ya citado, pagi-
nas 97 y 141.)

(a) Puede consultarse “Public Roads”,
abril de 1926, y el libro de F. Schleicher,
“Kreisplatten auf elasticher Unterlage”,
Berlin, 1926, en cuya pdgina 148 hay un
andlisis del problema de losas en sopor-
tes elasticos.
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Para pequenios valores de »

R . 1 2 Yr
LBhAs=lw Z= YA log e 27 (36)
en la que Y es una constante. En una
seccién circular definida por una constan-
te de pequeiio valor para r, €l esfuerzo
cortante vertical por unidad de longitud
puede ser obtenido por la ecuacién (1),
ya que

r=—k/L —tidijz
dr

(37

i |
2%
(“Public Roads”. Marzo 1930.)

lo que hace el total del esfuerzo cortan-
te — 1, como no podia menos de suceder.

Una carga unidad, distribuida unifor-
memente sobre la circunferencia de un
circulo definido por un valor constante
de 7, produce el mismo valor de flexién z,
v la misma curvatura z en el origen, que
otra carga 1, en el origen, produce a la
distancia » del origen. Por consiguiente,
el valor 2z, de z y €l Az, de Az produ-
cidos en el origen por una carga P, dis-
tribufda uniformemente sobre el area del
circulo » = R, puede ser determinada por
la integral

R
H':f 2':]}:;3-2:‘.:'(!:'
0

(A 5)y = L 2w (39)

(38)

y ‘por

=K 1" v

La curvatura (A z),, en el origen, de-
fine el momento de flexién m,, en el ori-
gen por unidad de lengitud de seccidn,
por la formula

T
i e _1_‘;‘/._ (A 2)g-

(40)

Este momento de flexién define la
fuerza de extensién en la parte inferior
para r=o:
6m, .

o="" @1)

por consiguiente,

3014 w) & 12

a*

M W, (42)

El paso siguiente es expresar W. Por
las ecuaciones (34) y (36) encontramos

'R
yal "lr/“
e - = T |
W= 2“”‘,21 uunn( L )(43)

RV -
. < Vi
2ikRE ¢ Lo ¢

7 Y
.d(Lg' 1/0(_"

W=

!, i ) . (49)
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La integral en la ecuacién (44) puede
ser expresada en términos de la funcién
“Hankel Bessel” H,, de orden cero, como
sigue:

Posane ["’V‘T RV’

RV i 4
siEk | L ]“'

o

P 1 .
=i [y (R i)

VECHRAE

(“Jahnke and Emde”, libro citado, pa-
ginas 166 y 98.)

Refiriéndonos a las ecuaciones (39),
(42) y (46), encontramos la flexién en el
centro del drea sometida a la carga

,P
. H, "_}jfl Joa ( 2;_)3} 7

= (Re ot L) -

v la fuerza de extensién en la parte in-
ferior de la losa bajo el centro de apli-
cacién de la carga

30 4+w) P L
2a* aVE(R‘

. H, “V’).

— Ly s
(48)

Las ecuaciones (47) y (48) se aplican
sin tener en cuenta la magnitud del area
circular soportando la carga, excepto que
cuando el radio R es pequefio, €l valor
de R sera reemplazado por b, definido en
la ecuacién (2), por razones que pueden
verse en el articulo de abril de 1926 en
la revista “Public Roads”,
aVi

La funcién H, T puede ser expre-

sada como la suma de una serie conver-

gente de potencias desiguales de }L mAas

finw m,

Tl

LI
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el nimero m, que se encuentra por la
ecuacién

g é (%) = 01150 .  (49)

(Véase “Jahnke and Emde”, libro ya
citado, paginas 97 y 141, y pagina 140
de las tablas.)

Por consiguiente, z, ¥ o0, en las ecua-
ciones 47 y 48, pueden ser expresadas,
similarmente, por medio de series de po-
tencias iguales de a/L.

31 4+w) P 2L

gHi= 2 ad log ¢ m R S5 Cias
= ['R\2
-%(Z)] ©0)
mR
e gae [t 27 (e T -
- 5;4)(-5) ] : 51)

Por medio de la ecuacion (49), las ecua-
ciones (50) y (51) se convierten inmedia-
tamente en las (4), (6), (8) y (11).






