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UN cuando el tema de las vibraciones de torsién en
motores de explosion ha sido ya muy autorizada-
mente tratado en las columnas de esta revista, se puede
afirmar que estd muy lejos de su agotamiento. La cons-
tante atencion que los téenicos de todos los paises dedican
al asunto v la continua publicacion de articulos y obras
que al estudiarlo van marcando un avance progresivo en
el conocimiento de la materia, demuestran que ésta, como
la mayor parte de las (ue se relacionan con la Aeroniu-
tica, no ha salido todavia del periodo evolutivo (1).

Teniendo en cuenta todo ello, voy a aportar con este
articulo mi modesta colaboracion exponiendo un ligero
esbozo de la teoria aplicada a un caso particular, lo que
a mi juicio tiene la ventaja de que de este modo adquiere
un aspecto mis practico v la de que al presentarse los
cdlculos numéricos de una manera ordenada se marca
una pauta que puede seguirse en casos andlogos v se gana
en concision, sin que por ello se pierda en generalidad
y claridad.

El ejemplo que presentamos es el de un motor de explo-
sion, cuatro cilindros, 40 cv. a 2.500 revoluciones por
minuto del cigiienal, con una reduccion para que la hélice
gire a 2.000 revoluciones por minuto.

Las dimensiones necesarias para la debida comprension
del problema seran dadas mas adelante.

En este primer articulo nos vamos a limitar a determi-
nar la frecuencia propia del cigiienal, es decir, la fre-
cuencia de la vibracion natural, analizando las velocidades
criticas del motor.

Como primera aproximacion consideramos s6lo dos ma-
sas: la de la hélice y las del conjunto de las cuatro masas
afectas a los codos del cigiienial.

Calcularemos el momento de inercia total de un codo:

Muitequilla. — Su didmetro exterior es de 4 centime-
tros, el interior de 2 centimetros, la longitud de 5,6 cen-
timetros. Por tanto, teniendo en cuenta la densidad del
material empleado, su peso es de 0,423 kilogramos.

El momento de inercia relativo a su propio eje de
0,000045 kg.cm.s®.

Siendo la distancia del eje de la munequilla al eje del
cigitenial de 4,5 centimetros, el momento de inercia de la
muiequilla relativo al eje del cigiienial es de 0,009395
kg.cm.s®.

Brazo del codo. — Sus dimensiones son 2,4, 6 y 0,8
centimetros. Su momento de inercia con respecto a un
eje que siendo paralelo al eje del cigiienal pase por el
centro de gravedad del brazo es de 0,0127 kg.cm.s®.

La distancia del centro de gravedad del brazo al eje del
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darbol es de 2,15 centimetros; luego el momento de inercia
del brazo con respecto al eje del drbol cigiieiial es de
0,0179 kg.cm.s®,

Masas moviles afectas. — La masa afecta a la cabeza de
bicla y por tanto con movimiento giratorio es de 0,00028
kg.s*./em. -

[.a masa afecta al pie de biela (masa del émbolo com-
pleto mis la parte correspondiente de biela) es de 0,00085
kg.s*/.em. que hemos de considerar como oscilante.

El momento de inercia con respecto al eje del cigiienal
es el producto del radio del codo por la suma de la masa
giratoria mds la mitad de la oscilante, o sea 0,014 kg.cm. s,

El momento total de un codo sera:

0,00989 2 . 0,0179 -1 0,014 = 0,059 kg.cm.s2.
El momento total de los cuatro codos sera:
47 0,059 = 0,236 ke.cm.s?.
2l muiidn, de didmetro exterior 4,4 centimetros e inte-

rior de 2 centimetros, tiene una rigidez de torsion, si el
mddulo de elasticidad transversal es £; = 9,10" kg.cm®., de

C,=E, - I,=3817- 10° kg.cm*.

La rigidez de torsion de las munequillas es:

C,=212 . 10° kg.cm?,

La rigidez de flexion del brazo es, siendo el médulo de
Young de 24 - 10" kg./cm®.:

B =104 . 10 k. cm?

Veamos ahora la longitud reducida de cada codo, es
decir, la que tendria un eje circular de seccidn tal que el
dangulo de torsién en su extremo solicitado por el par apli-
cado al codo sea el mismo que el de éste.

’ara tener en cuenta las deformaciones locales en las
secciones de union de la muniequilla v los muiiones con
los brazos se toma para longitud del cuerpo:

2b,=2b+ 097,

siendo 2 b la longitud del muiién, de brazo a brazo, y I la
anchura de éstos, o sea, en nuestro caso:

20, =56 40924 =776 cm,

Para longitud de munequilla, siendo « su longitud real,
se toma:

ay=a-+09:=56+409 24="776cm.
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Supongamos primeramente que los muriones tienen un
huelgo suficiente en sus cojinetes para permitir libremente
todos los corrimientos de las secciones rectas centrales de
los apoyos de muriones.

Supuesto aplicado un momento M; de torsion entre las
secciones limites del codo considerado, el dngulo de de-
formacion serd la suma de las tres deformaciones angula-
res de torsién para el muindn y muiequilla, v de flexién
para los brazos, o sea:

a, M,
C,

2y M}

20 f‘!g
+ B

G

Este angulo de deformacidn, si llamamos /, a la longitud
reducida y tomamos como arbol tipo uno de secciéon igual
a la de los munones, es también:

M1,
G
Por tanto, la longitud reducida en este caso sera:

a,.C,
C,

n 9. 817
1040

27Cy g o, 76817
R T

B =0yt 212

+

=22l cm

Considerando en segundo lugar el caso extremo de que
las secciones de los apoyos no pueden sufrir ningtn co-
rrimiento por existir un empotramiento perfecto, se deter-
mina la longitud reducida por la formula:

(=55 -

K
Siendo: C, la rigidez torsional del brazo

Lr
B

4 v

2K

2b
Gle+a
2

G

c h? By

6. 2,4%.9.108

=178,9 - 105 kg.cm?.
8,6 (62 4+ 2,42)

3:'5,6 (€2 + h?) =

la rigidez de flexion de la muiiequilla,

By=
64

(41 —24) . 24 . 105 =288 - 10° kg.cm?.,
el drea de la seccion de la munequilla
F=942 cm®,

v el area de la seccion del brazo

Fy=144cm?;

estd K determinado por

(a4 h)? ar? a?® 73 1,2 ( ar r )
K 4 C, 2C, 24 B, + 3B _ E \2F ' I,
ar 2
2C, ' 2B
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Con nuestros datos tendriamos una longitud reducida
de 17,28 em.

Tomando la media de las encontradas para ambos casos
tendremos una longitud reducida de 19,069 centimetros.

Por tanto, desde el centro de los cuatro cilindros, en el
cigiienal, hasta el centro de la rueda de reduccién, habra
una longitud de 44,68 centimefros, que serda nuestra lon-
gitud reducida, tomando como arbol tipo el de muifiones.

El momento de inercia de la hélice con respecto a su
eje podemos considerar es de 100 kg.cm.s*, determinado
por analogia con otras hélices empleadas en motores del
mismo tipo.

Como la hélice no estd en la prolongacion del drbol
cigiienal, sino que tenemos una reduccion por engranajes
de radios primitivos de 3 y 3,75 centimetros para la rueda
del cigiienal y del darbol portahélices, respectivamente,
haremos la reduccién del momento de la hélice al eje del
cigiienial atendiendo a los momentos de inercia mecénicos.

La primera reduccion se efectuard al punto de tangen-
cia de las circunferencias primitivas de engranajes, para
lo que se dividird por 3,75% obteniendo asi la masa afecta
a la rueda del cigiienal; la segunda reduccién consistira
en trasladarla al eje del drbol del cigiienial, para lo que
hemos de multiplicar por 3*. Por tanto, el momento re-
ducido buscado, con relacién al eje del cigiienal, es:

3
3,75

100 , = 61 kg.cm.s",

Resulta hasta aqui una masa con 64 kg.cm.s* y otra
con 0,230 kg.cm.s*, separadas por una longitud de 44,68
centimetros y con un arbol de la misma seccién que la de
los muiiones, cuya constante de «muelle» es:

E I,  317.100
1 4468

C=- 7,1 + 105 kg.cm.

IEl momento reducido de tal sistema es:

4 - 0,286
I = fﬁ 206 _ 0,285 kg.cm.s?.
614+ 0,236

Por tanto, la frecuencia de la vibracion natural en esta
primera aproximacion es:

1 f-"ll
2—-‘\f

que corresponde a 277 -
minuto.

En una segunda aproximacion consideramos cinco ma-
sas: la de la hélice y la de cada una de las masas afectas a
los codos del cigiienal.

Los momentos de estas cinco masas son, respectiva-
mente, /, =354, [, =I,= 1[I, = I, = 0,059 kg.cm.s* de
la hélice v de las masas afectas a los codos, siendo las
longitudes reducidas entre estas masas: 1, = 15,145 cm.
Ly, =1,y = 1l,, = 10,69 cm.: todo ello conforme a lo visto
en la primera aproximacion.

C

I!

=217 s !

6o = 10.620 revoluciones por
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Sea 2'; el dngulo de torsién instantineo del eje en el
lugar en que estan las masas y supongamos partimos del
reposo, es decir, que para t =0 es 2'i = 0.

La torsion del primer trozo es la diferencia de la que
haya entre los puntos extremos, siendo su momento

BT

111 —_ n i_! __5t
11 15,145 | #')

o, llamando ¢, al valor de la constante de smuelle» :

Del mismo modo obtendriamos los momentos corres-
pondientes a la torsion de los diferentes trozos.
Con el empleo en las ecuaciones de Lagrange del tipo

d (8T 5 T
ol e =
dt \ &g 5 q

tendremos, siendo la energia cinética del sistema:

II d?'l)s II 2 fd o'\
9 "\ at +9"§ dt

y la energia potencial:

1 1
V= o (' — '+ o Ce (¢'s — ¢+ 5 & (g'3— ¢+

1o | —

] ! y\o.
-+ 5 Cs (s — 9'5)%

el siguiente sistema:

d? o'

LI
i b o j

Is_:}tﬁ_2+cﬁ(?a'?a)_‘rl('§1""?'?):0
d2 o'

IS 'TLZ‘ + Cy ('-:"":I = ?,1.1 — €y (‘?': - '7""3} =0
d? o'

L e Lo (@ — ') — G (s — 9 =0
a4 " ;

g 1 @i— ¢ =0

Para integrarlo hacemos una hipdtesis, de acuerdo
con la experiencia, sobre la forma de las funciones:
w'i =«i cos pt, siendo z; el dngulo de torsién midximo
correspondiente a cada punto del eje en que estén las
masas.

Con esta hipdtesis es inmediato el sistema:

Loy —c (g —3)=0

Liptoy, - ¢ (g, — ¢y 4+ € (5 — ) =0 ’
Iy p? gy — €3 (93 — 90) + €3 (8 — 93 =0
I 2wy — ey (gy — 95) + €3 (93 — 9 =10 \
Ty p® g5 ¢ (g —95) =0

(1]
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De este sistema, eliminando ¢;, tendremos una ecuacion
de cuarto grado en p* que nos dice habrd cuatro formas
de vibrar, aunque nos limitaremos al estudio de la forma
fundamental que, como es sabido, es la de mayor im-
portancia.

Sumando aquellas ecuaciones obtenemos la propiedad
general X /; z; = 0 que nos sirve como condicidon para las
amplitudes, ya que al ser las ecuaciones de éstas homogé-
neas sélo quedarian determinadas las relaciones entre
aquéllas.

Puesto el sistema [1] en la forma:

I”’Je
I — %
|
s = ¥1— £ (yey 1)
Cp
..{,‘.!
=19 — (hp + Ly, + Liw
C3
" .
=" (i + b+ hea ¥ Lz
1
Loy + Ligs + fyps + Ligy + Ty =0 /

Para seguir el procedimiento de sucesivas apro-
ximaciones consistente en atribuir un valor arbitrario
a Py ay, obteniendo los valores de @, %,, 2, ¥ @, en las
siguientes ecuaciones; examinaremos si la ultima se satis-
face con aquellos valores arbitrarios que serdn los verda-
deros si se cumple dicha condicion y repitiendo el cilculo
con nuevos valores en el caso contrario.

Damos a los célculos la forma tabular partiendo de una
amplitud unidad y de una pulsacién p igual 1.740, valor
que obtuvimos en la primera aproximacion, que nos sirve,
como vemos, para no ir completamente a ciegas en este
valor arbitrario.

De este modo se ha calculado el cuadro niimero 1.

CUADRO NUM. I.

p*=3,02 - 10¢

" | | | 192 Efgp
| L | 1p | ‘ 10 | prre | 0 | BT
1 G4 193,28 . 10" 1 103,28 - 10% 103,28 « 10%| 15,145 62,3
2 | 0,050 0,178 . 10° — 01,3 — 16,5 - 10% 176,78 - 10°| 10,00 109,5
3 0,050 0,178 . 10° —200,8 - 35,0 . 10% 141,18 . 107| 10,60 55
4 0,03y | 0,178 . 10° —2888 | — 51,5 - 10° 80,68 . 10" 19,00 57,7
5 0,030 0,178 « 10° —344,5 - 01,5 - 10% 285,18 . 0¥

Sabido es que el grado de vibracién se reconoce por el
nimero de cambios de signos de las amplitudes. En el
cuadro figura un solo cambio de signo que nos indica un
solo nodo, o sea la vibracién fundamental y de grado
impar.

Si el valor ensayado p — 1740 fuese el exacto, es indu-
dable que la columna p*X/v terminaria con un valor
nulo; como no es asi, sino positivo, vy el grado de la vi-
bracién es impar, el valor de la pulsacién es inferior
al real.

Por tanto, ensayamos el valor p* = 3,8+ 10", obtenien-
do el cuadro ntimero 2, y observando que es negativo el
valor final de la columna p* X1z, tendremos encuadrado
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CUADRO NUM. 2.

pr=138 . 100

i | L Xry
Hnl::lsazai I Ui 1 [y 12 E1y ! !Er I_..r
1 i X} 213,2 - 10 1 243,2 - 100 243,2 - 107 | 15,145 110
2 0,030 0,224 - 10" —115 | — 26 - 10%] 217,2 - 10 | 10,00 | 134,53
3 0,030 0, 24« 10° —240,5 — 55,7 10" 101,5 - 10% | 10,00 | 100,5
4 | 0,039 0,224 « 10% —3350 — 75,4+ 10% 83 1.10% 10,00 | 50,5

5 | 0,03y 0,224 « 1Y —j01,5 | = 89,0« 108 — 8,7 . 10°

el verdadero valor de la pulsacién. Para su determina-
ciéon podremos emplear un método de interpolacion,
aunque hemos preferido ensayar dos nuevos valores
Pr=3,7 - 10" y p?*=13,715 - 10" que nos estrechen mas el
intervalo. (Cuadros niimeros 3y 4.)

CUADRO NUM. 3.

pr=3,7 - 10°

. )
N, de " - o Xy
masas 1 12 [ | Ly iy | E; I,,
= = _i — - — =
1 [iX1 230 w"i 1 230 - 10% 230 - 10% | 15,145 112
2 0,050 0,212 .« 10" —111 — 23,5 0% 200,5 - 10% | 19,00 128
3 | 0059 0,212 - m“g —230 — 50,7 - 10% 155,58 . 10° | 10,00 90,5
4 | 0,050 0,202 - 10% —335,5 — 71 - 10% 84,8 . 10% | 10,60 52,7
E 0,050 0,212 « 10"i —388,2 | — 82,94 . 1% 2,4 - 10°
CUADRO NUM. 4.
P = 3,715 + 10°
Nim. de| | B 44 ipr =iy
masas i Ip? | 7 Iy I { EiIp
[ e :
1 04 238 i (h 1 238 - 16° 238 . 10%| 15,145 113
2 0,030 0,219 « 16% —112 — 24,5+ 10° 213,5 « 18| 10,60 131
3 0,030 | 0,210 - 10" —243 | — 53,2 10° 100,3 - 10" | 10,60 an,5
4 0,050 0,210 + 1L% —342,5 — 15 - I0° B5,5. 10%| 10,60 53,2
3 0,050 0,210 « 10" = 305,7 N7 st — 1,5 . 10t

Interpolando ahora podremos decir que el verdadero
valor de la pulsacion en la vibracién fundamental es
p = 1927, que corresponde a una frecuencia de

30

™

1.927 =18.400 r. p. m.,

valor que estd muy lejos del régimen de 2.500 revolucio-
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nes por minuto, para el que esti calculado el arbol ci-
giienal de nuestro ejemplo.

Examinemos las posibles velocidades criticas. Todo
armoénico del diagrama de esfuerzos tangenciales tendra
una frecuencia multiple de 1.250, que es el nimero de
ciclos de trabajo por minuto del motor considerado.

La condicién de resonancia entre un armdnico y la vi-
bracion natural de frecuencia 18.400 serd que esta fre-
cuencia sea igual a 1.250 multiplicado por el orden del
arménico. Obtendremos, por consiguiente, todos los
nimeros de vueltas en los que ha de temerse la resonan-
cia dividiendo la frecuencia 18.4co de la vibracidn natural
por los nimeros 0,5-1-1,5-2-2,5-3, etc., y los nimeros que
resulten definirdan las velocidades criticas caracterizadas
por la posibilidad de un fenémeno de resonancia,

Con la frecuencia de 18.400 vueltas por minuto habria
que llegar a dividir por 7,5 para encontrar el primer ni-
mero de vueltas menor que las 2.500 para el que ha sido
calculado el cigiienal, obteniendo la posible primera ve-
locidad critica. Al seguir dividiendo por 8-8,5, etc., en-
contrariamos las restantes posibles velocidades criticas.
Todas ellas se diferencian en namero de vueltas, no
muy distantes relativamente, pero en general nada peli-
grosas, pudiendo reservarse, como es usual, el nombre
de velocidad critica a la que pueda producir alguna per-
turbacion.

En nuestro caso habria que examinar una primera ve-
locidad critica de décimosexto orden a 2.3c0 vueltas, una
de décimoctavo orden a 2.044 vueltas, y asi sucesiva-
mente. Los arménicos del diagrama de esfuerzos tan-
genciales que nos interesan son el décimosexto a 2.300
vueltas, el décimoctavo a 2.044 vueltas, etc. IHecho su
estudio, se ha visto que todos esos armdnicos son des-
preciables, y, por tanto, para la vibracién natural funda-
mental no son de temer en absoluto fenémenos de reso-
nancia, siendo de presumir que tampoco serdn de temer
las otras tres vibraciones naturales que no hemos consi-
derado de frecuencias muy superiores a la de la funda-
mental.

En otro articulo completaremos este estudio con las
llamadas vibraciones forzadas, siempre con el deseo de
ser til en la medida de mis fuerzas a aquellos que por
su aficion o su obligacion hubieren de ocuparse de asun-
tos de esta indole.

Estos buques, sujetos a la servidumbre de la tierra y del agua, sélo pueden ser socorridos por el avién, que domina las tres dimensiones.
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