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INTRODUCCION

Son muchas las aplicaciones de la medida del tiempo y de la frecuencia en las que se
reclama un sistema de datado exacto y universal aunque sea con diferentes niveles de
precision: desde quienes se afanan cada dia por tomar un autobus, a los astronomos que
observan el wuniverso, los navegantes o los que gestionan un sistema de

telecomunicaciones.

Entre las demandas mas conocidas cabe destacar, por ejemplo, los sistemas de
navegacion, que cometen errores de al menos 30 metros (m.) al estimar la posicion
mediante la medida del tiempo “de vuelo” de una sefial por cada 100 nanosegundos (ns)
de error en los relojes; la medida de los angulos basados en técnicas interferométricas,

como los estudios geodindmicos y de radioastronomia, que demandan errores relativos

de sincronizacion entre dos relojes menores de alguna unidad en 1x 107" sobre tiempos
de medida de 1000 segundos (s); determinados sistemas de telecomunicaciones que

necesitan de osciladores de primer nivel, con incertidumbres relativas en la frecuencia
menores de 1x107""; algunos sistemas anticolisién con técnicas radar, basados en la

medida del tiempo, que deben terer incertidumbres relativas menores de 1x10™ sobre

tiempos tipicos de medida de 1 milisegundo (ms).

Todos los sistemas citados como ejemplo necesitan de la definicion de un sistema de
referencia universal que dé un significado tGnico a cada medida y que permita la
comparacion de medidas efectuacas en lugares e instantes diferentes. La referencia de

tipo temporal se denomina “Escala de Tiempo” y constituye un sistema para datar

eventos.

Con la nueva definicion del segundo, adoptada en 1967 durante la 13* Conferencia
General de Pesas y Medidas, se rompe con la tradicién de basar la unidad de tiempo del
Sistema Internacional de unidades (SI) en la dinamica de la Tierra: en la rotacion en
torno a su eje (segundo de tiempo solar medio, en vigor hasta 1960) y en su traslacion
alrededor del Sol (segundo del tiempo de efemérides, en vigor entre 1960 y 1967),

dando paso a una nueva concepcion basada en transiciones cuanticas del atomo de
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cesio. La nueva determinacion del segundo, que se materializa en tiempo real a partir de
relojes atdmicos de precisiéon, puede ir acumulandose sin interrupcion para dar lugar a

una escala de tiempo tan precisa como nunca antes pudo haber sido definida.

No existe un dnico patron de frecuencia que genere la referencia internacional, la
realizacion practica basada en un solo pateon vendria acompafiada de componentes
indescables o ruidos que le alejaria de la definicion tedrica de la escala, sin posibilidad
de eliminar o al menos reducir semejante inestabilidad. Por otra parte, la realizacion
practica a partir de un solo patron resultarfa ser arriesgada, por cuanto no podria

ascgurarse la robustez de la escala.

Cuando se desea disponer de una referencia temporal al maximo nivel de exactitud,
fiabilidad y estabilidad, en particular si se trata de una referencia metrologica primaria,
es importante disponer de mas de un patrdn de calidad parecida, de modo que mediante
comparacion entre los mismos pueda definirse un “segundo medio” con las mejores
caractlerfsticas estadisticas, capaz de garantizar la continuidad de la escala, incluso en

caso de fallo de alguno de los patrones integrantes.

De acuerdo con las mas recientes recomendaciones efectuadas, referentes a las
realizaciones de escalas de tiempo, la exactitud ha pasado de mantenerse dentro de *1
microsegundo (us) (Comité Consultivo Internacional de Radiocomunicaciones, Rec.
685: Sincronizacion Internacional de las Escalas de Tiempo UTC, 1990) respecto de la
referencia adoptada internacionalmente: el Tiempo Universal Coordinado (UTC), a
+100 ns respecto de dicha referencia (Comité Consultivo para la Definicion del
Segundo, 12* Asamblea, 1993). Con las actuales prestaciones de los patrones atomicos a
disposicion, no resulta suficiente el empleo de un solo patron en la generacion de la
escala nacional de tiempo, siendo por tanto necesaria la elaboracion de una escala de
tiempo atomico a partir de un determinado algoritmo de cdlculo capaz de proporcionar
una marcha media con mejores prestaciones en cuanto a fiabilidad y estabilidad que un
nico patrén, una vez identificado previamente los oportunos modelos estadisticos que
permitan estimar las inestabilidades y predecir la marcha en el tiempo de cada patron.
Con posterioridad, deberd aplicarse un algoritmo de disciplinado capaz de conseguir el

acuerdo deseado entre la escala dz tiempo atomico realizada en laboratorio y el UTC sin
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afectar significativamente a la estabilidad alcanzada previamente al gobierno de la

escala.

Una vez introducido el problema en el capitulo 1, con alusion a la definicion y tipos de
escalas de tiempo existentes, a las principales definiciones de escalas temporales y a las
caracteristicas que cualquier escala temporal debe reunir, se afronta la caracterizacion
del modelo de sefial que mejor se ajusta a los relojes de precision (capitulo 2). Los
capitulos 3 a 5 se dedican a cada uno de los tres problemas fundamentales presentes en
la realizacién de la escala, a saber: la mejor manera en que debe combinarse la
informacion relativa a cada reloj para optimizar cierta cualidad de la escala de tiempo
conjunta, la técnica establecida para evitar discontinuidades en la escala ante el
establecimicnto de nuevos valores en los parametros que rigen la combinacion de la
informacion relativa a cada reloj, y el disciplinado de la escala que proporcione el
necesario grado de conformidad con el UTC. En el capitulo 6 se hace un recorrido sobre
algunas de las realizaciones de escalas de tiempo mds interesantes en el ambito
internacional. El capitulo 7 trata expresamente la nueva realizacion de la escala UTC en
el laboratorio del Real Instituto y Observatorio de la Armada, a partir del conjunto de
relojes a disposicion. Como resultado se presenta una nueva realizacion del UTC con

cualidades mejoradas respecto de las que mostraba hasta el momento.
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“Ocurra lo que ocurra, aun en el dia mas borrascoso, las horas y el tiempo pasan™

SHAKESPEARE, William







Capitulo 1

ESCALA DE TIEMPO

1.1. Un sistema de datado

La verdadera naturaleza del tiempo no tiene explicacion racional; simplemente sentimos
que ¢€ste transcurre, sin parar ni dar marcha atras. Pero al margen de las consideraciones
filosoficas, la experiencia indica que la “localizacion” de cualquier evento viene
especificada por tres coordenadas espaciales (x,y,z) y una coordenada temporal (¢);
las cuatro deben tener un significado universalmente reconocido y Unico, debiendo

fijarse los diferentes sistemas de referencia y las normas de paso de unos a otros.

Intuitivamente, una escala de tiempo se define como el eje temporal de un sistema de
coordenadas. Oficialmente, el Comité Consuitivo Radio Internacional (CCIR) define la

escala de tiempo como un sistema de ordenacion inequivoca de los acontecimientos

(Recomendacion 686, [1]).

Aunque la definicion de una escala de tiempo pueda parecer tarea facil, a partir de la
observacion de un procéso fisico en evolucién y la definicién univoca de la relacion
entre el proceso y la escala temporal, muchas disciplinas de la ciencia requieren escalas
de tiempo de referencia cuyas propiedades metroldgicas superen determinado umbral en
funcion de cada necesidad. Existe una dificultad afiadida: todo fendmeno temporal estd
afectado por los campos gravitatorios y las velocidades relativas al observador,
conforme se deriva de la teoria de la relatividad general, y es precisamente en este

marco en el que deben definirse las escalas de tiempo, como se verd mas adelante.
Dos son los criterios fundamentalmente empleados en la definiciéon de una escala de

tiempo. En virtud del criterio empleado, las escalas se clasifican en: “escalas integradas

de tiempo” y “escalas dindmicas de tiempo”.

Un sistema de datado

(V5]




Escala integrada de tiempo

Es aquella en la que el dato principal lo constituye una unidad de duracion o intervalo
dc tiempo definido a partir de un proceso fisico con dos estados bien identificables,
como el tiempo transcurrido entre estos dos estados cuando el proceso se repite bajo las
mismas condiciones. Son ejemplos de tales unidades de escala la oscilacion de un
péndulo o el periodo de la radiacion electromagnética emitida en una transicion

electronica entre dos niveles energéticos.

Una vez definida la unidad de duracion, se establece un origen convencional, a partir

del cual se acumulan unidades de duracion sin tiempos muertos y sin interrupciones.

La actual escala de tiempo de referencia a escala mundial, el Tiempo Atémico
Internacional, TAI, es una escala integrada constituida mediante acumulaciéon de
segundos atomicos definidos como un nimero de periodos de la radiacion

correspondiente a una determinada transicion electronica en atomos de cesio.

Escala diniamica de tiempo

Es aquella en la que el tiempo estd considerado como el parametro de un modelo
matematico que describe la dinamica de un sistema fisico, con la condicion de que cada
configuracion dindmica pueda estar asociada sin ambigliedad a un Unico instante (0 aun
correspondiéndole maltiples instantes, que puedan distinguirse al menos los diversos
instantes que se corresponden con una misma configuracion). La medida del tiempo se
convierte por tanto en una medida de posicion, y la unidad de tiempo se define como
una duracion particular. Un ejemplo lo constituye el movimiento de traslacién de la
Tierra en torno al Sol: en un modelo simplificado en que ambos cuerpos interacttian sin
influcncias o perturbaciones externas, la dinamica del sistema queda establecida por las
leyes de Kepler, lo que lleva finalmente a una relacion que liga la posicion de la Tierra
con cada instante de tiempo. La realizacion de una escala dindmica implica por tanto la

observacion de un sistema fisico y posterior transformacion de una medida de posicion

en una medida de tiempo.

Son ejemplos de escalas dinamicas el Tiempo Universal, UT1, y el Tiempo de
Ifemérides, ET, basadas respectivamente en la rotacion de la Tierra sobre su eje y en

torno al Sol.
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1.2. Escalas de tiempo en la teoria de la relatividad

1.2.1. Sistemas coordenados en relatividad general

Mientras que para la mecanica Newtoniana existe un tiempo absoluto, que transcurre de
idéntica manera independientemente del observador, para la teoria relativista el tiempo
no posee identidad en si mismo; mas bien constituye, junto al espacio, un continuo
espacio—tiempo cuadridimensional. En relatividad general, las escalas de tiempo son
consideradas como una de las coordenadas de los sistemas de referencia espacio—tiempo

de cuatro dimensiones.

Debido a la curvatura del espacio—tiempo, las unidades de escala de las cuatro
coordenadas no presentan una relacion constante, en sentido global, con las cantidades
propias (invariantes ante transformaciones coordenadas y localmente mensurables). En
el marco de la mecanica Newtoniana (empleando la geometria Euclidiana) siempre es
posible definir coordenadas de manera que sus unidades de escala sean iguales a las
distancias y duraciones medidas en cualquier parte. En relatividad general esto es
imposible ya que las cantidades medidas y las unidades de escala coordenadas guardan
una relacion que depende de la posicion espacio-temporal del observador que efectia la
medida. En el ambito de las escalas temporales, esto implica que la relacion entre el
intervalo de tiempo—coordenada y la realizacion local del segundo, empleando un reloj

atomico por ejemplo, depende de la posicion del reloj.

Un sistema de coordenadas en relatividad general esta definido por un origen espacial
dependiente del tiempo, una rotacion de los ejes espaciales dependiente del tiempo, un

origen temporal y un conjunto de condiciones coordenadas. El sistema de coordenadas

viene caracterizado por su tensor métrico g, (xi) (en el que x” representa a las cuatro

coordenadas espacio-tiempo, con x’ =ct y ¢ el tiempo—coordenada), que depende de
la posicion y del tiempo, y que debe conocerse para aquella region del espacio~tiempo
en que es aplicable el citado sistema. El tensor métrico proporciona la relacién local

entre las cantidades propias y coordenadas mediante la ecuacién basica:

dsz_—_A—c2d1'2:gaﬁ(x’l)dx”’dx/3 (1.1)
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ecuacion en la que se ha empleado la convencidn de suma de Einsfein, y que se conoce
como Ecuacion Meétrica, en la que ds denota un elemento de linea espacio-tiempo
infinitesimal, en tanto dz representa el incremento de tiempo propio realizado por un

rcloj ideal y ¢ la velocidad de la luz en el vacio.

En principio, el espacio—tiempo puede quedar descrito por cualquier conjunto de
coordenadas. Mediante definicién de varios sistemas de coordenadas solapados, cada
cual valido en una region determinada, el tratamiento de problemas practicos y la
relacion entre coordenadas y cantidades medidas pueden simplificarse en gran medida.
Tales definiciones proporcionan varios tiempos—coordenada, cada uno de ellos valido
en determinada region del espacio-tiempo; todos ellos relacionados mediante la

correspondiente transformacion coordenada relativista.

l.a necesidad de definir diferentes sistemas relativistas de coordenadas espacio—tiempo,
en particular ¢l baricéntrico y el geocéntrico, fue reconocido por la Unidn Astronémica
Internacional (IAU) en su Resclucion A4 de 1991 [2]. Esta Resolucion incluye la
definicion dc las escalas de tiempo-coordenada baricéntrico y geocéntrico,

proporcionando las bases tedricas para la definicion del TAL

1.2.2. La Resolucion A4 de la TAU, 1991

La Union Astronomica Internacional aprob6 la Resolucion A4 en su XXI Asamblea
General mantenida en Buenos Aires en 1991. El texto completo de la citada Resolucion
se recoge cn [3]. Dicha Resolucién contiene varias Recomendaciones de importancia
para la detinicién y realizacion de escalas de tiempo-coordenada, razon por la que se

exponen a continuacion:

Recomendacion 1

Introduce explicitamente la teoria general de la relatividad como trasfondo tedrico para
la detinicion de los marcos de referencia espacio—tiempo. Proporciona la forma de la
métrica a usar en los sistemas coordenados centrados en el baricentro de un conjunto de

masas, con un minimo grado de aproximacion en ds® en la forma:

(1.2) ds’ 2—[1—2U2\(dx0)2 +(1+2(£j[(dx')2 +{dx?) +(dx3)2]

¢y ¢
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U es la suma de los potenciales gravitatorios del conjunto de masas y del potencial de
marea generado por masas externas al conjunto, cuyo efecto desaparece en el baricentro.
[.a aproximacion del tensor méirico, deducida como solucion a las ecuaciones de
Einstein empleando la aproximacion “campo débil” o “pos Newtoniana”, es suficiente
para el nivel de exactitud de observacion actual y en un futuro préximo. No obstante,
podrian afladirse términos de mayor orden en la aproximacion en serie de potencias del

tensor métrico si se hiciera necesario.

Recomendacion II

Esta Recomendacion indica que los ejes coordenados espaciales con su origen en el
centro de masas de la Tierra no deberian mostrar rotacion global con respecto a un
conjunto de objetos extragalacticos distantes (requisito para sincronizar un conjunto de
relojes conforme a la convencidén de sincronizacién de FEinstein [4]); que las
coordenadas tiempo para todos los sistemas coordenados deberian derivarse de una
escala de tiempo realizada mediante relojes atomicos funcionando en la Tierra y que las
unidades fisicas basicas del espacio—tiempo son el segundo SI para el tiempo propio y el
metro S para la longitud propia. Esta recomendacion es aplicable del mismo modo a los

relojes a bordo de satélites terrestres.

Recomendacion I
Define las unidades de escala y los origenes de todos los tiempos—coordenada, y designa
los tiempos—coordenada baricénirico del sistema solar y geocéntrico como Tiempo

Coordenado Baricéntrico (TCB) y Tiempo Coordenado Geocéntrico (TCG)

respectivamente.

Recomendacion IV

La Recomendacion IV define el Tiempo Terrestre, TT, como una escala de tiempo
coordenado geocéntrico que difiere del TCG en una proporcidn constante; la unidad de
escala del TT ha sido clegida de modo que concuerda con el segundo SI del geoide en

rotacion. La estima actual de la citada proporcion ha sido redefinida recientemente

como una constante de valor 6.969290134-10"° (Resoluciéon BI1.9 de la XXIV
Asamblea General de la IAU, celebrada en Manchester en Agosto de 2000).
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1.2.3. Sistema Coordenado Baricéntrico

Se define el centro de masas del sistema solar como origen espacial del sistema celeste
de referencia baricéntrico (BRCS), con los ejes coordenados espaciales sin mostrar
rotacion respecto a un conjunto de objetos extragalacticos. Se asume que la rotacion del

universo. supuesta nula, viene representada por la rotaciéon (en promedio) de un gran

numero de objetos extragalacticos.

El tiempo—coordenada (TCB) toma como origen un suceso de referencia localizado en
el geocentro y techado en TAI: la lectura del TCB el 1 de Enero de 1977, a0 h 0 min 0
s (TAI) en el geocentro es 0 h 0 min 32.184 s del 1 de Enero de 1977. La eleccion de

este origen ha sido arbitraria y coincide con el establecido parael TCG y el TT.

., ;. e . 0 i
Para obtener la ecuacion métrica en coordenadas baricéntricas (x° = ¢TCB, x'), basta

con sustituir x" por su valor ¢TCB en (1.2), con U representando el potencial

gravitatorio Newtoniano total.

1.2.4. Sistema Coordenado Geocéntrico
Se define el centro de masas de la Tierra como origen espacial del sistema celeste de
referencia geocéntrico (GRCS), con los ejes coordenados espaciales sin mostrar

rotacion respecto a un conjunto de objetos extragalacticos, y consecuentemente con

respecto al BRCS.

El origen del Tiempo Coordenado Geocéntrico (TCG) es idéntico al del TCB, es decir,
Ja lectura del TCG el 1 de Enero de 1977, a 0 h 0 min 0 s (TAI) en el geocentro fue 0 h
0 min 32.184 s del 1 de Enero de 1977.

En principto, podria pensarse que la transformacion de uno a otro sistema de referencia

vendria dada por el sistema de ecuaciones siguiente:

wW=X-X, (TCB)
TCG =TCB

(1.3)
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En el que las coordenadas del GCRS se expresan por (w’ =c¢TCG, w'), en tanto el

subindice £ se refiere al centro de masas de la Tierre

Pero las coordenadas geocéntricas asi obtenidas no son las adecuadas ante problemas
fisicos en las inmediaciones de la Tierra, como por ejemplo el de descripcién del
movimiento de satélites terrestres, pues introducen innecesarios a la vez que extensos y
complejos términos relativistas. La solucién pasa por determinar un conjunto de
coordenadas geocéntricas en el que no hagan acto de presencia estos términos espurios,

alcanzandose asi la expresion mas simple en problemas de este tipo.

El sistema coordenado geocénirico adoptado retne los requisitos anteriores. Su
deduccién puede obtenerse siguiendo diferentes métodos, unos més rigurosos que otros,
pero todos de resultados coincidentes hasta el nivel de interés practico actual y en un

futuro proximo [5-8].

La métrica del GRCS con términos limitados al O (c“z) viene dada por la ecuacion:

N

ds’ =~¢*7?

_ ~{1 = 2 ) UG W)U (s) U G, ) ]}cz 4TCG? + (1.4)
+{1 + 22 [U/; W)+ U(x, ~w)-Ul(x,)-U, (x,i.)wk]}d,j dw dw

En la que U, (w) y U(x) denotan los potenciales gravitatorios Newtonianos de la

Tierra y de las masas externas respectivamente, siendo &, el simbolo de kronecker.

1.2.5. Otras escalas de Tiempo Coordenado Geocéntrico

Tiempo Terrestre (TT)
Ha sido definido como un tiempo coordenado geocéntrico, que difiere del TCG en una
proporcion constante; la unidad de TT ha sido elegida de modo que coincide con la

unidad de tiempo propio (segundo SI) sobre el geoide en rotacion.
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El origen del TT es idéntico al del TCG y TCB.

LI TT es una forma ideal del TAI, salvando la separaciéon de 32.184 s, introducida

entre ambas escalas con el fin de asegurar en la medida de lo posible la continuidad con

el Tiempo de Efemérides (ET) empleado hasta aquel momento.

Tiempo Atomico Internacional (T Al)
La definicion del TAI (o realizacion del TT), aprobada por el Comité Internacional de
Pesas v Medidas (CIPM) en 1970 y reconocida por la Conferencia General de Pesas y

Medidas en 1971, es la siguiente:

Ll Tiempo Atémico Internacional (TAI) es la coordenada de referencia temporal
establecida por el Buro Internacional de la Hora sobre la base de las lecturas de
relojes atomicos operando en diferentes lugares de acuerdo con la definicion del

segundo, la unidad de tiempo del Sistema Internacional de Unidades.

La definicion del segundo, adoptada por la decimotercera CGPM (1967), continta

siendo:

Ll scgundo es la duracion de 9,192,631,770 periodos de la radiacion correspondiente a

la transicion entre dos niveles hiperfinos del estado fundamental del dtomo de cesio

/133
Con el fin de acomodar la definicién del TAIl en un contexto relativista, el Comiré

Consultivo para la Definicion del Segundo (CCDS), en su novena sesion mantenida en

1980, la completa de la siguiente manera:

Ll TAI es una escala de tiempo coordenado definida en un marco de referenciua
geocdntrico, en el que se toma como unidad de escala el segundo SI realizado sobre el

geoide en rolacion.

Desde 1988, la responsabilidad del TAI recae sobre el BIPM.
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La escala TAI tal cual esta definida es fiable, mantiene un alto grado de exactitud, pero
ademas proporciona (a) una base para la sincronizacion de relojes de usuarios, (b) una
unidad de tiempo (coordenada) y (c) una realizacion del argumento tiempo de teorias
dindmicas en un contexto relativista [9]. Ello le ha hecho acreedora del reconocimiento
oficial de adopcion y difusion, como referencia convencional para todas las
aplicaciones. Por otra parte, aunque existe la necesidad de otras escalas de tiempo,

puede accederse a éstas a través de la relacién que guardan con el TAIL

El TAI es hasta el momento la Gnica realizacion de escala temporal introducida; todas
las anteriores constituyen escalas de tiempo ideales. En cuanto al acronimo empleado en
la designacion de esta escala, corresponde comentar que constituye el Gnico caso
conocido de realizaciones de escalas de tiempo en el que el acrénimo no se forma a

partir del empleado para la escala de tiempo tedrica seguido de un identificador entre

paréntesis.

El origen del TAI no esta bien definido, se ha adoptado oficialmente que TAI y Tiempo
Universal (UT1) coincidieron el 1 de Enero de 1958, pero esta definicién estd sujeta a
incertidumbres en diferentes realizaciones locales de UT1 en aquel momento, y en

subsiguientes re—evaluaciones de UT1 [9].

En la actualidad, la exactitud del segundo TAI para tiempos de promediado en torno a
un mes es inferior a 1x10™", con una incertidumbre (1 ¢) inferior a 2.2x107". En
cuanto a la relacion que existe entre la unidad de tiempo propio para un observador
situado en un punto fijo a altitud 4 sobre el geoide y la unidad de escala del TAI, el

segundo de tiempo propio es mdas corto que el segundo TAI en 1.1x107"° A/km

aproximadamente.

Tiempo Universal Coordinado (UTC)

Definida en 1972, constituye hoy dia la base de las horas legales. Tiene su origen en el
interés para la navegacidn astronidmica, para la que la escala de tiempo a emplear no
deberia apartarse mas de un segundo del UT1. E1 UTC es una combinacién del TAI y el

UTT segun las siguientes expresiones aplicadas a un evento con tiempo coordenado u :
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UTC (1)~ TAL() = n s,,, (n entero)

1.5
(1.5) ; uTcC (u)— UTI (U) <09 sy,

UTC y TAI difieren en un ntumero entero de sta;  (conocidos como segundos
intercalares), igual a 32 desde el 1 de Enero de 1999, a 0 h 0 min 0 s (UTC); de este
modo se asegura que, en promedio a lo largo de los afios, el Sol esta sobre el meridiano
de Greenwich a 12 h 0 min 0 s + 0.9 s (UTC). ELUTC pasa a ser el vigente sucesor del
Tiempo Medio en Greenwich, GMT, empleado cuando la unidad de tiempo era cl dia

solar medio.

i a decision sobre el ajuste de segundos intercalares recae en el Servicio Internacional
de Rotacion de la Tierra (IERS), quien sobre la base de la divergencia prevista entre el
TAI v UT1. emplea como fechas prioritarias para el cambio el tltimo dia de Junio o de

Diciembre, quedando como segunda preferencia el dltimo dia de Marzo o de

Septiembre.

Por definicion el UTC mantiene las mismas cualidades metrologicas que el TAL es un
tiempo coordenado basado en relojes atomicos; pero a su vez sigue el movimiento de
rotacion de la tierra por debajo de 1 sta. La escala UTC es la base universal para la
distribucion del tiempo en todo el mundo. Las horas locales se derivan del UTC
mediante introduccion de un desplazamiento de tiempo, que en la inmensa mayoria de
los casos consiste en un ntimero entero de horas, y que a su vez puede cambiar segln la

época del afio, conforme a criterios establecidos en ambitos nacionales o regionales.

Los laboratorios de tiempo nacionales mantienen realizaciones de UTC, designadas
come UTC(k) y disponibles en tiempo real (UTC(ROA), por ejemplo, es la realizacion
del Real Instituto y Observatorio de la Armada en San Fernando, base de la Hora Legal
espaniola). Esta escala se obtiene mediante el gobicrno en frecuencia de un reloj
maestro. aunque en ocasiones no existe la representacion fisica, y se obtiene a partir de

correcciones, disponibles en tiempo real, a las lecturas de un reloj. En 1990, el CCIR

recomendo que las diferencias UTC-UTC(k)l fueran menores de 1 ps [1]. Esta

calidad de sincronizaciéon, mantenida por la mayoria de los laboratorios participantes en

la generacion del TAl y del UTC, se intenta mejorar tal como ha sido expresado por el
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CCDS en el afio 1993, que ha establecido como deseable objetivo el mantenimiento de

UTC-UTC(k) dentro de £0.1 pus.

El Sistema Coordenado Geocéntrico en Rotacion (GRSg)

Para la mayor parte de las aplicaciones terrestres, se emplea un marco geocéntrico en
rotacion con la Tierra. Este tipo de marcos presentan la ventaja de que las coordenadas
espaciales de puntos sobre la superficie terrestre varian en el tiempo en cantidades

pequefias, a menudo despreciables.

Un sistema coordenado geocéntrico en rotacion (GRSg) puede definirse a partir de un
sistema de referencia geocéntrico sometido a una rotacion de velocidad angular o,

(velocidad angular de la Tierra). El tiempo—coordenada del GRS es el mismo que el

del GRS: el TCG.

Algunas de las realizaciones de GRSp mas empleadas son el Sistema Geodésico

Mundial, WGS84, y el Marco de Referencia Terrestre del [ERS, por ejemplo el ITRF94.
1.3. Tiempos Astronémicos y definiciones Astronomicas del segundo

Tiempo Universal (UT1)

El Tiempo Universal, UTI, es un tiempo dinamico derivado de la observacién de la
rotaciéon de la Tierra: es por tanto proporcional al dngulo de rotacion de la Tierra en
torno a su eje (o). Como w es variable, la unidad de escala de UT1, o segundo de
tiempo solar medio, tiene una duracidon variable que alcanza el 107 en términos
relativos. El coeficiente de proporcionalidad ha sido elegido de modo que 24 horas de
UT1 estén muy proximas a la duracion media del dia, y la fase ha sido elegida de modo

que las cero horas de UT1 se corresponde, en promedio, a la medianoche en el

meridiano de Greenwich.

La unidad de tiempo asociada a esta escala es el segundo de tiempo solar medio. Su
definicion no es muy precisa: es la fraccion 1/86400 del dia solar medio. Lsta
definicion del segundo constituyo la definicion del segundo SI hasta 1960. Los

Astréonomos estimaban que la incertidumbre con que podia realizarse esta unidad era del
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orden de 107", pero el mayor inconveniente radicaba en que este nivel de exactitud se
alcanzaba tras décadas de observaciones astronomicas seguidas de los correspondientes

analisis y filtrados de datos.

Aungue la definicién del segundo basada en la rotacion de la Tierra dejo de emplearse
en 1960. ¢} Tiempo Universal no ha dejado de ser la referencia practica para la
diseminacion de tiempo, aunque con tolerancias cada vez mayores. Hasta 1960, las
sefiales de difusion horaria diseminaban el UT2 (UT1, corregida por variaciones anuas
de hasta £30 ms, debido a la redistribucion ciclica de masas que causan variaciones
ciclicus en el momento de inercia de la Tierra) con la maxima precision posible. En
1959, Inglaterra y Estados Unidos acuerdan coordinar sus emisiones de sefales de
tiempo y frecuencia sobre la base de una escala de tiempo atémico que mas adelante
recibiria el nombre de Tiempo Universal Coordinado [10]. El nimero de paises que se
adhicren a la coordinacion, encomendada al Burd Internacional de la Hora (BIH),
aumenta paulatinamente. Inicialmente, UTC se deriva de una escala de tiempo atdmico,
cstablecida con el valor conveacional de 9,192,631,770 Hz de frecuencia de la
transicion de cesio, mediante seleccion anual de una separacion de frecuencta y
ocasionales saltos de tiempo de 50 ms para mantenerla dentro de £50 ms respecto de
UT2. Los saltos de tiempo se incrementan a 100 ms en 1963. En 1965, ¢l BIH decide
definir UTC segun una relacién estricta con la escala atomica de la que procede, que
mas tarde se convertira en el TAL [11]. Este sistema se mantiene hasta 1972, fecha en

que UTC toma una nueva definicion que se mantiene hoy dia.

Tiempo de Efemérides (ET)

Esta escala temporal es una escala dindmica basada en el movimiento de revolucién de
la Ticrra en torno al Sol. Midiendo la posicion angular del Sol respecto de un sistema de
referencia celeste y utilizando la drbita aparente del Sol, a cada medida de longitud se le
hacia corresponder univocamente un instante de tiempo. Al no seguir una ley lineal la
variacion aparente de longitud, era importante fijar la época a la que referir la definicion

de la unidad.

En 1956, el CIPM adopta como segundo del SI al segundo del tiempo de efemérides,

definido por la IAU en los siguientes términos:
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El segundo es la fraccion 1/31,556,925.9794 del aiio tropico el 0 de Enero de 1900, a
12h 0 min0s (ET)

En la Asamblea General de la IAU de 1958 se adopto la siguiente definicion para la

época en tiempo de efemérides:

El tiempo de efemérides se cuenta desde el instante proximo al principio del aio 1900
del Calendario Gregoriano, cuando la longitud media geométrica del Sol fue 279° 41’

487.04, en cuyo instante la medida del tiempo de efemérides fue precisamente 0% 12" de

Enero de 1900.

La definicién de segundo SI fue ratificada en la undécima Conferencia General de
Pesas y Medidas (CGPM) en 1960 e invalidada en la decimotercera CGPM (1967), al

adoptarse la definicidon atomica del segundo.

Como consecuencia de las resoluciones adoptadas en la Asamblea General de la IAU en
1976, el ET es sustituido por el Tiempo Dindamico Terrestre (TDT). En la Asamblea de

la TAU de 1991, se retiene el concepto de TDT aunque con un nuevo nombre: tiempo

terrestre.

1.4. Pulsary escala de tiempo

A finales de los aflos sesenta se observan por primera vez estrellas con gran velocidad
de rotacion, que emiten un haz de radiacion electromagnética barriendo la Tierra con
cada revolucion como si se tratara de un faro. Estas estrellas, denominadas ptlsares,
fueron identificadas como de neutrones, muy pesadas, caracterizadas por un fuerte
campo magnético y un intenso campo gravitatorio, que conforme a la teoria de la

evolucion estelar se encuentran en su Gltima fase tras la explosiéon de una supernova.

En 1982 se descubre el pulsar PSR1937+21, con un periodo de rotacion de 1.6 ms {12},
y tras éste, otros muchos de caracteristicas similares se han ido descubriendo. El retardo
de propagacion de sefiales procedentes de pulsares varia con el movimiento de la Tierra,
con cl del propio palsar y por otras muchas razones. Tras evaluar estas variaciones, se

demuestra que dentro de ciertos limites de incertidumbre, (a) la ley de rotacion del
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pulsar disminuye linealmente cen el tiempo, y (b) tras corregir por la deceleracion
lineal, es como un reloj tan estable como los mejores relojes atomicos y escalas

atoniicas.

En el estudio de estos pulsares, el espacio de tiempo en el que la inestabilidad del TAl

deja de ser despreciable es inferior a un aflo.

La deceleracion de la rotacion en este tipo de pulsares descarta su posible uso como
base para la definicion del segundo, aunque la combinacion de datos pulsar con las
lecturas de relojes atdmicos puede generar escalas de tiempo mixtas, mas estables que

las escalas de tiempo atomico puras en el largo plazo.

1.5. Caracteristicas de una escala de tiempo
Para que un sistema de datado resulte atil y cientificamente valido, debe satisfacer una

serie de requisitos fundamentales. entre los que deben destacarse:

Universalidad

Una cscala de tiempo debe ser aceptada por todos y considerada adaptada a los
diferentes dmbitos en que se prevea su uso. Requiere consecuentemente el previo
acuerdo de uso por parte de la comunidad que la adopta, y dentro de ésta, entre las

diversas categorias de usuarios: navegantes, cientificos, técnicos, etc.

Perennidad

l.a escala de tiempo debe ser extensible al pasado y al futuro. Esta cualidad no siempre
puede verificarse directamente; si bien la propia definicion de la escala, basada en una
unidad de escala y un instante inicial, permite enlazar con alguna otra escala
preexistente mediante la adecuada definicion del origen, lo cual garantiza la

continuidad.

Accesibilidad
Una referencia universal, reconocida por toda una comunidad, debe ser facilmente

accesible y transferible a los diferentes usuarios, sea cual sea la region en la que se

cncuentren.
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Fiabilidad

Una escala de tiempo no puede verse interrumpida por el hecho de que algtin elemento
integrante en su realizacidén presente un fallo de funcionamiento; para concretar, una
escala integrada constituida por un conjunto de relojes no puede interrumpirse si uno de
los relojes se para. La fiabilidad requiere redundancia, asi como la eventual

colaboracion nacional o internacional entre laboratorios que mantienen relojes atdmicos.

La solucion mas simple a este problema consiste en reemplazar el reloj que ha fallado
por otro. Esto es lo que normalmente se hace en los laboratorios de Tiempo que generan
una aproximacién a la escala Tiempo Universal Coordinado (UTC( % )). Habitualmente,
la escala UTC(k) esta directamente vinculada a la salida de un reloj fisico,
generalmente al mejor del conjunto de relojes ubicados en un laboratorio, motivo por el
cual se le designa “master cloci”. La salida del master clock se gobierna mediante
pequefios y predeterminados saltos de tiempo y frecuencia, a través de un instrumento
especifico  conocido como “microphase stepper” (comtGnmente denominado

microstepper), para que se mantenga proximo a UTC (Recomendacion del CCIR ntim.:
536, [1]).

A menudo, la fiabilidad queda asegurada mediante el uso de varios relojes en el
desarrollo de una escala de tiempo conjunta. Este tipo de escalas no suelen realizarse
fisicamente; la mayoria son escalas de papel en las que, entre otros aspectos, se
minimizan los posibles efectos que resultan de introducir o extraer determinado reloj en
un instante determinado. Es obvio que a mayor nimero de relojes participando en la
realizacion de una escala de este tipo, menor sera el efecto producido por la “entrada” o
“salida” de un reloj; esta es la razon fundamental por la que la escala TAI se genera por
el Burd Internacional de Pesas y Medidas (BIPM) sobre la base de los datos de relojes
atomicos de todo el mundo, que funcionan segtn diferentes principios conforme a la

definicion del segundo del Sistema Internacional de Unidades (SI).

Estabilidad
Entendida como la facultad de mantener un intervalo de escala constante, aun cuando
difiera del intervalo de tiempo ideal. Una medida de estabilidad consiste en la estima de

la dispersion de los valores de frecuencia y(t) con el tiempo; la herramienta mas
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comunmente empleada en la estimacion de la estabilidad es la varianza de dos muestras,
- 2 A . -
o varianza de Allan J;(z‘), que depende del intervalo de tiempo 7 de muestreo u

observacion.

La cstabilidad de la escala de tiempo conjunto depende de las inestabilidades de los
relojes del conjunto y del disefio del algoritmo empleado para generar la mencionada
escala. El algoritmo debe ser capaz de tratar adecuadamente cualquier cambio en el

comportamiento de un reloj.

El concepto de estabilidad solo es aplicable a escalas de tiempo en carrera libre. Dado
que una escala UTC(k) esta sometida a variaciones de frecuencia para mantenerse

proxima a UTC, la estabilidad a corto y medio plazo se ve inevitablemente degradada.

Exactitud

La exactitud de una escala de tiempo puede definirse como la capacidad de mantener un
intervalo de escala medio tan préximo como sea posible a la definicion del intervalo de
tiempo. Para todas aquellas escalas que realizan un TT, el intervalo de escala media

deberia aproximarse tanto como filera posible al segundo SI sobre el geoide en rotacion.

Iln los patrones de frecuencia primarios, la estima de exactitud se basa en
consideraciones fisicas sobre las condiciones de realizacion y sobre los fendmenos que
perturban la situacion experimental respecto de la definicion. Cuando no es posible
realizar esta estima, la evaluacion se lleva a cabo mediante comparacion de la duracion
del intervalo de escala con la mejor realizacion del segundo S1 proporcionado por
patrones de frecuencia primarios. En cualquier caso, es necesario tener en cuenta el
efecto de corrimiento al rojo gravitatorio que acusan estos patrones, para transformar el
scgundo SI realizado en una realizacion sobre el geoide (elevacion nula). La exactitud
de una escala de tiempo viene dada generalmente por una diferencia de frecuencia entre
la escala de tiempo y el patrén de frecuencia primario, evaluada para un tiempo de
promediado coincidente con el de mejor estabilidad de la escala. v teniendo en cuenta la

incertidumbre del patron de frecusncia primario.
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Las mejoras en la exactitud suelen llevarse a cabo como complemento al algoritmo de
optimizacion de la estabilidad de la escala. Esta mejoria se consigue mediante
correcciones de frecuencia, de amplitud mucho menor que la de las fluctuaciones de la

escala de tiempo, para evitar la pesible degradacion de la estabilidad.

Retardo de acceso
Esta cualidad estd relacionada con la calidad de los observables a emplear en la

realizacion de la escala y con los propésitos cientificos que ésta debe satisfacer.

En ocasiones, los datos deben ser tratados previamente para reducir el ruido introducido
por ¢l sistema de medida. Un ejemplo lo constituyen las técnicas de suavizado
aplicables sobre un conjunto de muestras sucesivas de diferencias de fase—tiempo; ello
supone un retardo en el acceso a la escala de tiempo resultante. Ademas de ello, puede
resultar muy util la observaciéon del comportamiento a largo plazo de los relojes que
intervienen en una escala conjunta, tanto antes como después de hacer uso de los datos
correspondientes a determinado instante, ya que proporciona informacion sobre el mejor
uso de los datos en la generacior de la escala. Esto también introduce un retardo en el

acceso.

Lo que determina si el retardo de acceso es aceptable o no, es el uso para el que se ha
diseflado la escala. Para una escala de referencia tal como el TAI, los requisitos son la
maxima fiabilidad y estabilidad a largo plazo. Estos objetivos se consiguen a partir de
un gran namero de relojes de diferentes tipos, localizados en diferentes partes del
mundo. La recopilacion y manipulacién correcta de datos lleva tiempo. El retardo es
considerable, pero se acepta porque se consiguen las caracteristicas deseadas. Para
estudios cientificos dentro de un laboratorio podria resultar mas interesante la
realizacion de una escala proxima al tiempo real, aun cuando esto pudiera suponer un

deterioro de la estabilidad a largo plazo.
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El tiempo es al reloj lo que la mente al cerebro. En cierto modo,
el reloj contiene el tiempo, y sin embargo el tiempo se niega a
que lo embotellen como a un genio encerrado en una lampara.
Tanto si fluye cual la arena como si gira sobre unas ruedas
dentro de otras ruedas, el tiempo se escapa irremediablemente,
mientras nosotros s6lo sabemos observar. Incluso cuando las
ampolletas del reloj de arena se hacen afiicos, cuando la
oscuridad elimina la sombra del reloj de sol, cuando el muelle
real de un reloj de pared baja tanto que las manecillas se quedan
inmodviles como la muerte, el tiempo continia pasando. Lo
maximo que podemos esperar de un reloj es que sefiale ese
avance. Y como el tiempo impone su propio ritmo, al modo de
un latido del corazén o una marea menguante, estos aparatos
realmente no marcan el tiempo; simplemente se mantienen al
mismo paso, si son eficaces.

SOBEL, Dava







Capitulo 2

CARACTERIZACION DE RELOJES Y OSCILADORES
DE PRECISION.

2.1. Modelo de sefial de un reloj
Para describir adecuadamente el comportamiento de un reloj de precision y poder
aplicar determinado método estadistico, es necesario emplear un modelo matematico

capaz. de describir la sefal en todas sus componentes.

Tal modelo y toda la caracterizacion que sigue han sido objeto de muchos trabajos
teoricos y experimentales llevados a cabo durante los afios 60 [13-15]. A continuacién

se describen algunos de los métodos y modelos mas simples y convencionalmente

aceptados.

Considérese un generador de sefial cuya tensién instanténea de salida V' (¢) viene dada

de acuerdo con el siguiente modelo:
V(t)=[V, + ()] sin[27zvyt + ot)] 2.1

donde ¥, y v, representan la amplitud y frecuencia nominal a la salida, £(¢) la

fluctuacion en amplitud y gp(t) la fluctuacion instantanea en fase (respecto de la fase

ideal 27v,t ) respectivamente, de modo que se asume que:

£(

el
i VO

) 1 (2.2)

Modelo de sefial de un reloj 23




05 o)

27mvy,

Estas dos Gltimas ecuaciones son esenciales para que las fluctuaciones de fase ¢(t) en
torno a la ideal 27vy puedan ser definidas convenientemente y sin ambigiiedad. Si
ademds se asume despreciable el ruido en amplitud (&{t)— 0), el modelo de sefial aun

puede ser mas simple.

Se ha supuesto que la desviacion instantanea de fase ¢(f) tan solo tenga caracter
aleatorio, de no ser asi, siempre puede extraerse la componente sistematica (un modelo
mas completo contemplaria dos nuevos términos: un polinomio de segundo grado, para
expresar la deriva lineal en frecuencia, y una funcidén senoidal, que denote una
modulacion en fase con caracter periddico), de modo que sin pérdida de generalidad

puede asumirse la aleatoriedad de ¢(r).

Definida la frecuencia instantdnea de un oscilador, v{¢) (expresada en hercios), como

una variable directamente proporcional a la ley de variacion temporal de la fase

CD(I) =27Vt + (p(t) del citado oscilador:

24) vir)= ;ﬁ di(’) vyt o)

Se denomina desviacion fraccional o normalizada de frecuencia instantanea y(r)
(respecto de fa frecuencia nominal v, ) a la siguiente expresion, en la que x(r) representa

la fase instantanea expresada en unidades de tiempo:

(2.5) )= PO 0w, s

27y, v, dt

x(r) tiene ecuacion de dimensiones de tiempo, mientras p(r) denota un nimero

(adimensional).
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En la mayor parte de los casos précticos se trabaja con una sefial de referencia de mucha
mayor calidad respecto de la cual se determinan las desviaciones x(r) e y(t) del
oscilador bajo examen. La cantidad x(tf) puede interpretarse como el tiempo

transcurrido entre el instante de paso a través de un determinado nivel de la sefial en

examen y el de paso a través de cierto nivel de la sefial de referencia. La cantidad y(t)

representa por otra parte la desviacién relativa de la frecuencia del oscilador en examen

respecto de la frecuencia de referencia.

En el supuesto de que la referencia pudiera ser considerada ideal, la incertidumbre y las
fluctuaciones estadisticas puestas de manifiesto en el andlisis de x(1) e y(¢) deberian ser

atribuidas al oscilador bajo examen.

La medida de estabilidad en frecuencia en el dominio del tiempo esta basada en la

varianza muestral de las desviaciones normalizadas de frecuencia ;/,: , variable cuyo
significado es el siguiente:
. 1 pro+7 [, +7)—oplt xlt, +7)—xlt,

J‘ ) dt = (0,(71\7 7)7?”(71() (k ) ( 0)

I

Vi = - = - (2.6)
T 2nv,T T

donde f,,, =1, +7T,.k=0,1,... , indicando T la periodicidad con que se hace cada

medida, efectuada en un tiempo de integracion 1.
Las desviaciones normalizadas de frecuencia y,; son cantidades adimensionales.

Conviene destacar que la desviacion de fase—tiempo x(r), obtenida mediante

integracion, representa la diferencia entre la fase del reloj bajo examen respecto de la
del reloj de referencia. En la medida de la desviacion de tiempo entre dos relojes s¢ usa
habitualmente la convencidn opuesta, es decir, se coloca la referencia en primer lugar.
Estas diferentes convenciones no tienen ningun significado particular y tan solo

necesitan un minimo de atencidn.
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El modelo expuesto de sefial de un reloj contiene solamente fluctuaciones aleatorias (ya
sea en amplitud, ya sea en fase). En la realidad, a menudo se presentan perturbaciones
no completamente casuales, que por otra parte no siempre resultan ser claramente

identificables y distinguibles de Jos fenémenos aleatorios.
ILas perturbaciones sistematicas o deterministicas seran objeto del siguiente apartado.

2.2.  Variaciones sistematicas de la frecuencia

El tipo principal de perturbacior: “deterministica” es la “deriva lineal de frecuencia”
que, por diferentes causas (alteraciones del punto de trabajo de algunas componentes
electronicas en los relojes de cesio, variaciones en las concentraciones de gas en la celda
del patron de rubidio, deriva de la cavidad para el maser, alteraciones en la estructura de
los cristales) se presenta en las sefiales de los relojes como un aumento (o disminucion)
constante de la f{recuencia. La deriva debe ser considerada como una variacion
sistenatica de la frecuencia, en funcion del tiempo, debida a modificacioncs internas del
resonador y debe ser distinguida de las variaciones estocdasticas que, en un tiempo corto,

pueden manifestarse de manera similar a una verdadera deriva.

(2.7) (0= 3e,)+dy (= 1,)

Otro efecto deterministico, habitualmente de menor entidad, se pone de relieve en forma
de variaciones periddicas (desviaciones de la frecuencia a la salida del oscilador

siguicndo una ley senoidal), y suele guardar relacion con disturbios acoplados al

sistema, o con variaciones de las condiciones ambientales.
(2.8) y(l)zacos?;ﬂj;"t
Por lo general, resulta suficiente €l modelo siguiente:

(2.9) J’(t):y(t<>)+do (t"t<))+5(t)
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donde y(r,) es la desviacién (normalizada) de frecuencia en el instante inicial ¢,, d,

representa la variacion progresiva de la frecuencia y g(t) representa un proceso

aleatorio, esto es, una fluctuacion completamente estocastica.

Del mismo modo, es posible expresar la desviacion de tiempo x(¢) segun la

formulacion general:
1
x(t) = x(to)+ y(l(,)(t - to)+ 5 d, (t - r0)2 +(t) (2.10)

donde x(f,) es la desviacién de fase en el instante inicial 7,, y(to) es la desviacion de
frecuencia en ese mismo instante inicial ¢, d,, representa la deriva y (1) representa un

proceso aleatorio genérico.

El modelo antes expuesto, aunque til en la mayoria de los casos, no siempre es el mas
adecuado. El comportamiento periodico (senoidal) a la salida del oscilador requiere un
modelo especifico; los patrones de haz de cesio se adaptan mejor al modelo

simplificado que resulta de hacer 4, =0, etc.

En el supuesto de que el término adicional debido a la fluctuacion estocéstica sea

despreciable respecto de la componente deterministica, puede examinarse como estimar

las diferentes componentes sistematicas.

2.3.  Fluctuaciones estadisticas
Volviendo al modelo completo de sefial del reloj, debe tenerse en cuenta la existencia de
variaciones estocasticas de frecuencia, de naturaleza y efectos diversos y que estan

presentes en todos los tipos de patrones de frecuencia.

Il analisis de las componentes estocasticas, del ruido, debe llevarse a cabo solo cuando
s¢ ha confirmado y corregido la componente deterministica descrita en el parrafo
anterior. Esto no siempre ocurre v, con los métodos estadisticos tipicamente empleados,
puede comportar dificultad de interpretacion sobre todo en el caso en que esté presente

una deriva de frecuencia.
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Para caracterizar las fluctuaciones estocasticas presentes en la sefial de un patron son
posibles dos aproximaciones respectivamente en el dominio de la frecuencia y en el

dominio del tiempo.

En el primer caso se estima la densidad espectral de potencia de las fluctuaciones de
trecuencia y(/), para evaluar la contribucion de cada componente espectral, en el

momento de la medida, a la fluctuacion de la sefial en examen.

En términos simples, esto significa escindir ¢l ruido observado sobre la sefial del
oscilador en tantos ruidos elementales, cada uno caracterizado por una sinusoide de una
particular frecuencia, y estimar cuanta potencia de cada sinusoide elemental contribuye

a formar el ruido observado.

Este tipo de analisis se lleva a cabo fundamentaimente para estimar las componentes de
Fourier. o amplitudes de las sinusoides elementales, de alta frecuencia. Generalmente

requiere el uso de un discriminador de frecuencia que entregue a la salida una sefial
proporcional a L(l) que podra ser examinada con un analizador de espectros analogico

o con algun dispositivo que propcrcione la transformada discreta de Fourier (DFT).

Las caracterizaciones que se emplearan a continuacion consideran sobre todo los

tiempos largos de observacion y por consiguiente la baja frecuencia de Fourier. In este
caso es mas comodo utilizar datos como x(t) 0 y(r) obtenidos a partir de medidas en

secuencia temporal, estimando a continuacién la “dispersion”, esto es, la varianza de
tales valores. Este tipo de elaboracion se conoce como analisis en el dominio del tiempo

v serd objeto de los proximos parrafos.

2.3.1. Ruidos tipicos en los relojes
Para describir las fluctuaciones estocasticas de las sefiales de los osciladores en el

dominio de la frecuencia se usa la densidad espectral de potencia unilateral S (1),
S.(7) v S.(f) indicativas de la contribucién de cada componente espectral de Fourier

/ alas fluctuaciones de la fase 9&([), de la desviacion de tiempo x(t) y de la desviacion

en frecuencia y(t) respectivamertte.
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Desde el punto de vista matematico, las densidades se definen a partir de la

transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion de la sefial, y estan ligadas

entre ellas segln las siguientes relaciones:

2.11)

(2.12)

(2.13)

Se ha confirmado experimentalmente que Ias densidades espectrales de las fluctuaciones

estocasticas de sefiales de los relojes pueden ser expresadas habitualmente mediante

series de potencia de la frecuencia de Fourier. Algunos de los tipos de “ruido” pueden

ser identificados a partir de la evolucion del espectro en funcion de f; de entre ellos, los

mas comunes en los relojes de alta precision se recogen en la tabla 2.1.

Tipo de ruido

S¢ (f) o ‘fv(t~2

S (f)ec 1€

Causas

Blanco de fase

i
i
|
[
|

Flicker de fase

Blanco de frecuencia o
| Camino aleatorio de fase

2 0
vihy f

h f*

Ruido aditivo de origen térmico o
cuantico, suele generarsc en las
etapas de amplificacion.

Vg hy fhl

V02 hy f .

hf'

Puede estar relacionado con el
mecanismo de resonancia del
oscilador, pero usualmente se
debe al empleo de electronica
ruidosa  (multiplicadores  de

- . |
frecuencia, amplificadores,...)

Flicker de frecuencia

|

i Blanco de aceleracién o

1 Camino aleatorio dc frecuencia

2 -3
vy by f

Tipico en patrones de frecuencia |
con resonador pasivo.
Poco conocido, parece
relacionarse con el mecanismo de
resonancia en osciladores activos,
o al disefio o ecleccién de otros
elementos.

2 o TR
Vo hoy f

L

Normalmente relacionado con el
entorno fisico del oscilador:
golpes, vibraciones, cambio de
temperatura, etc.

Tabla 2.1: Tipos de ruidos mas comunes en los relojes.
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2.3.2. La varianza de dos muesiras (varianza de Allan, AVAR)

En el dominio del tiempo también es posibie estimar la entidad y el tipo de ruido
predominante a partir del estudic de la dispersion de las desviaciones x(l‘) e y(l). A
pesar de que la caracterizacion en el dominio de la frecuencia es mas completa, se vera
que existe una relacion entre los métodos estadisticos utilizados en el dominio del
tiempo y la densidad espectral, v consecuentemente con los diversos tipos de ruidos
presentados en el apartado anterior. Antes de adentrarnos en la relacion existente entre
ambos dominios, veamos cuales pueden ser los problemas que se presenten en la
elaboracion de la medida de desviaciones de tiempo o de frecuencia y cuales son los

métodos estadisticos recomendados en cada casc para describir las sefiales de los

osciladores.

El' modelo usado cominmente para caracterizar estadisticamente los datos de medida d,
consiste en suponer que los datos son independientes y estocasticos con distribucién
gaussiana. El analisis consiste er la estima del valor medio 4 y de la varianza o’ vy,
eventualmente, del nivel de confianza atribuible a la estima. Bajo estas hipdtesis, con
N datos de medida a disposicion, se emplean como buenos estimadores de £ y o la

media y la varianza muestral definidas como:

(2.14) d= d,

Cuando se desea caracterizar las fluctuaciones de frecuencia de un oscilador, es util
estimar la dispersion de las N medidas de frecuencia; es decir: la varianza, porque
proporciona una indicacién de la repetitividad y consecuentemente de la estabilidad del
reloj [14]:

SIS RN DU b
(2]6) O-’E(Na T? T);\'E“ N Z Yu —Zykw

N-1 n=1 N k=1 J
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Sin embargo, el modelo clasico de distribucién gaussiana no siempre s¢ adapta
adecuadamente a los datos a disposicion. En presencia de ciertos tipos de ruido (flicker
y camino aleatorio de frecuencia), la estima de la varianza no converge, dependiendo
estrechamente del nimero N de muestras de medida. Es por tanto necesario acordar el
numero de muestras a usar para poder comparar los diversos resultados. Como no
siempre es facil disponer de un niimero elevado de medidas, se ha acordado usar el

valor mas pequefio posible, N =2. Cada varianza particular estimada a partir de dos

muestras tiene un bajo nivel de fiabilidad, pero pueden estimarse muchas varianzas de
dos muestras para posteriormente calcular la media. Este tipo de anélisis fue propuesto
en los afios 60 por Allan y Barnes [13, 14] y se ha convertido en un método comin
(International Telecommunication Union ITU-R Rec. TF 538-3 “Frequency and (ime
(phase) instability measures”, Geneva, 1992.) para la estima de la estabilidad en

frecuencia en ¢l dominio del tiempo [1}.

Si el ruido predominante en la sefial del reloj en examen fuera de otro género, por
ejemplo, blanco de frecuencia, en cuyo caso no existirfan problemas de convergencia,
seria posible estimar la varianza clasica de la medida de frecuencia (que, en el caso del
ruido blanco de frecuencia, con un ndmero infinito de muestras coincidira con la
varianza dc¢ Allan). Este es el caso de, por ejemplo, los osciladores de cuarzo o de las
celdas a rubidio. en los que para tiempos de observacién comprendidos entre 100 y
1000 segundos, presentan como ruido predominante ruido blanco de frecuencia, por lo
que se suele calcular la varianza clasica de la medida de frecuencia como estimador de

la dispersion, y por tanto de la estabilidad en frecuencia.

La varianza de dos muestras, o varianza de Allan, se define como la media matematica
de un ntimero infinito de varianzas de parejas de muestras adyacentes de y, sin tiempo

muerto entre los dos intervalos de integracion:

“’ T T 2\‘
J_f(r): ‘;"O'_i(N —2.T =1, z')> = (ka;_,y,k: ) . 2.17)

donde indica la media sobre un numero infinito de valores (esperanza matematica).
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La relacion (2.17) puede expresarse en funcion de la fluctuacion relativa de fase x(t):
(2.18) 53(r)= ; [x(r, + 20) = 2x(t, + 7)+ x(t,) |

La marcha de la varianza de 4/lan, en funcidn del tiempo de integracién 7, depende del
tipo de ruido presente. Esto también es cierto para la varianza cldsica, pero la varianza

de A4/lun presenta la ventaja de estar definida para todos los tipos de fluctuaciones

descritas en la tabla 2.1,

La relacion entre el tipo de ruido presente y la varianza de Allan en cierto rango de
intervalos de tiempo de integracion puede deducirse del siguiente esquema. Antes se
tenia:

(2.19) SAf)=h, f* a=-2,-10.12

y ahora la varianza de Allan se puede expresar como:

(2.20) or)=A4,7" p=1,0,-1-2

11

ot

estando ¢ y p relacionados segin la tabla 2.2. Los valores de /4, y 4, son asimismo

constantes que mantienen una relacion entre si dependiendo del tipo de ruido presente.

o -2 -1 0 1 2
H 1 0 -1 -2 -2

Tabla 2.2: Relacion entre la marcha de la densidad espectral y la varianza de Allan.
Listo significa que, variando el tiempo de integracion z y repitiendo el cdlculo de la
varianza de Allan, es posible determinar la potencia x y consecuentemente deducir el

tipo de ruido presente en la sefial del reloj, al menos en determinada zona del tiempo de

integracion (correspondiente con una determinada banda de componentes espectrales).

(%)
2
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En la definicion de la AVAR ararece el concepto de esperanza matemdtica o media
teorica sobre un nimero infinito de datos. La realidad es que este parametro tan solo
puede ser estimado a partir de un numero finito N de lecturas de desviaciones de

fase ,\f(t ) que en lo que resta del capitulo se denotaran mediante un subindice indicativo
del orden ocupado entre las N medidas: x, = x(t,.), siendo el espaciado nominal entre
éstas 7, . En el supuesto de que no existan tiempos muertos entre medidas, se tendra por

tanto que 7, =7, y la estima de la AVAR podra ser expresada en funcion de 7 =mz, .

Habitualmente se emplean dos estimas de la AVAR, la primera de ellas es conocida
como estima normal, de este modo se asegura la independencia entre varianzas de pares
adyacentes de desviaciones normalizadas de frecuencia, aunque no se aprovecha en su
totalidad la informacién sobre el ruido presente en el proceso. La segunda se conoce
como estima con solapamiento, v emplea todas las posibles combinaciones de parejas
de desviaciones normalizadas de frecuencia adyacentes. La expresion analitica de ¢sta

ultima estima es la siguiente:

N-2m

. > (5 -
2(N 27)’1 m TO P i+2m /+m

312 (m Ty ) =

+x,) (2.21)

El efecto de tener un numero limitado de muestras se traduce en el hecho de que la
estima obtenida es imperfecta, estando sujeta a una incertidumbre tanto mayor cuanto
menor sea el namero de muestras a disposicion. El calculo de la banda de
incertidumbre, es decir, del nivel de fiabilidad de la estima, requiere el conocimiento del
tipo de distribucion de los datos y del nimero de grados de libertad. Para la estima de la
varianza de dos muestras, se han efectuado estudios para determinar los grados de

libertad y la expresion de la incertidumbre.

El problema consiste en determinar ¢l nimero de medidas independientes de
frecuencias medias a disposicién. Esto depende del modo en que se ha realizado la
medida v, sobre todo, de la existencia o no de superposicion de los intervalos sobre los

que se estima la frecuencia media.
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Cuando se recurre a la estima normal, Lesage y Audoin [16] demosiraron que el

intervalo de confianza [, asociado a la estima de la desviacion de 4//an venia dado por:

(2.22) I, =~s, (c)k, M2 para M >10

o

en la que M representa el nimero de medidas de desviacion normalizada de frecuencia

disponibles, siendo &, un valor numérico que depende del tipo de ruido presente:

k, =k =099
2.3 k, =0.87
o k, =077
k, =075

Para el caso de estima con solapamiento, la determinacion del intervalo de confianza es
ligeraniente mas compleja. Dado que por lo general, la diferencia de pares adyacentes
de desviaciones normalizadas de frecuencia es una variable normalmente distribuida
con media nula, su cuadrado dividido entre dos (que representa una muestra de la
varianza de Allan) sera siempre una cantidad positiva y obedecera a una distribucion de
tipo Chi—cuadrado con un grado de libertad. Al promediar todas las posibles varianzas
asociadas a pares adyacentes, el nimero de grados de libertad pasa a ser funcion del
numero de términos participantes en el promedio y del tipo de ruido presente en el
proceso: a mayor integracion del ruido en el tiempo, mayor dependencia entre muestras
de AVAR y menor namero de grados de libertad. El numero de grados de libertad ha
sido calculado analiticamente y mediante la técnica de Monte Carlo, habiéndose
alcanzado ecuaciones empiricas con un grado de exactitud de un 1% para modulaciones
de tipo blanco de fase, blanco de frecuencia y camino aleatorio de frecuencia [17, 18].

Las tolerancias alcanzadas para el ruido flicker de fase y frecuencia son algo peores.

Ll intervalo de confianza para este caso es asimétrico, y si se ha decidido por ejemplo
que la probabilidad de que éste contenga al valor verdadero de AVAR sea de un 95%,

los limites del mismo vendran dados por las inecuaciones:

(2.24) VS et U
2. > O )
22005)" 77 £%(0.99)
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donde s/ representa la estima con solapamiento de la AVAR obtenida a partir de N

medidas de diferencias de fase--tiempo x(t), x° se refiere a la distribucion Chi-

cuadrado y v denota los grados de libertad, que no tienen que ser necesariamente
numeros enteros. Para cada tipo de ruido presente, los grados de libertad pueden ser

aproximados mediante las ecuaciones de la tabla 2.3:

[ Tipo de ruido Grados de libertad (v)
| Alanco de £ (N +1)(N —2m) |
anco de fase 2(N - m)
D N-1), (@m+D)(N-1))] |
Flicker de fase exp[ln( jln(( e )( )ﬂ
2m 4
S - f _ _ 4 2
Blanco de frecuencia 3(]\ l) - 2(N 2) m
2m N dm” +5
23N -49
Flicker de frecuencia
SN?
————— paramz=2
4m(N + 3m)
7 : , A]_\‘f -2 (N - 1)2 ~3m (N - 1)+ 4m’
Camino aleatorio de frecuencia 5
m (v -3)

T'arﬁi’z;ig:'Nﬁﬁiér‘iiwd‘éwéﬁaos de libertad para el célculo de la confianza de la estima de una
varianza de Allan muestral [22].

2.3.3. Varianza de dos muestras en presencia de componentes deterministicas

La presencia de ciertas componentes sistemdticas en las sefiales generadas por los
relojes pueden ponerse de manifiesto, y consecuentemente ser analizadas, mediante el
estudio de la evolucion de la varianza de 4/lan en cierto rango de intervalos de tiempo
de integracion. En efecto, atendiendo a la expresion del citado estadistico (2.17), una
desviacion normalizada de frecuencia no puede llegar a detectarse, pero si la existencia

de cierta deriva lineal de frecuencia d,, .

Sea por ejemplo la expresion (2.9) (prescindiendo del término estocastico f:(l‘)). En tal

caso. la aplicacién de la definicion (2.17) lleva a la expresion:
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(2.25) sz(r)z —d,)

Algo parecido ocurre ante la presencia de variaciones senoidales de frecuencia [19]; si

la frecuencia obedece al modelo dado en (2.8), la definicion (2.17) lleva a:
(2.26) o ?(2') =, sen' (7 mr)

Es decir: al variar el tiempo de integracién 7, la varianza de Allan evoluciona conforme
a la cuarta potencia de la funcidn seno, alcanzando un méaximo para r igual al

semiperiodo de modulacién 7, /2 =1/2 f, cuando se emplea la varianza muestral con

solapamiento.

2.3.4. Discriminacion entre ruido blanco y flicker de fase: varianza de Allan
modificada

Este nuevo estadistico fue introducido por D.W. Allan 'y J A. Barnes en 1981 [20] con el

especifico fin de discernir entre el ruido blanco y flicker de fase. La idea bésica sobre la

que se fragud esta variable era bien simple: si ambos tipos de ruido dependen del ancho

de banda del sistema de medida f, [14], la variacién provocada deliberadamente

mediante sofiware podria ser util para eliminar la ambigiiedad.

Su calculo es algo mas laborioso, por lo que atn pudiendo ser empleado para identificar
otros tipos de ruidos predominantes, solo se recomienda su uso cuando del estudio de la

AVAR se derive ambigiiedad:

2.

Mod 0')2, (T) = i [1 i (y/fw -V )} =

Lo k=1

(2.27)

i

2.

L2
2T n3o

! {1 S (ele+26) 2404 1) ¢ x(t))}
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en la que r=n7,. Una vez mas las limitaciones en la practica tan solo permiten

calcular una estima de este parametro, cuya expresion es la siguiente:

1 N-3n+1 1 e j=~1 2
Mod s’ (n ro) = . Z { Z [x,.+2n -2x,,+X, ]} (2.28)
’ n

2(n To)zi(N ~3n +1) it =

La nueva variable asi definida wuelve a ser proporcional a alguna potencia ' del

intervalo de tiempo 7 para cada tipo de ruido predominante. Las potencias coinciden
con las alcanzadas en el calculo de la AVAR (), salvo cuando el ruido predominante

es de tipo blanco de fase, en cuyo caso z'=-3.

2.3.5. Varianza de Allan y varianza clasica

La relacion entre varianza de A/lan y varianza clasica pone de manifiesto lo que se ha
venido expresando en parrafos previos. La naturaleza divergente de la desviacion
estandar hace acto de presencia cuando el ruido predominante es flicker de frecuencia o
camino aleatorio de frecuencia. Incluso ante fluctuaciones de caracter blanco de
frecuencia, la desviacidon estandar referida a los datos de diferencia de fase diverge de
acuerdo con la raiz cuadrada de la longitud de datos, esto es, del niimero de muestras de

fase—tiempo N (N =M +1). La tabla 2.4 muestra la relacion existentc entre la

desviacion de Allan y las desviaciones muestrales de fase instantanea y de desviacion

normalizada de frecuencia (media) para cada tipo de fluctuacioén predominante |14, 21}.

! . er . . . o
i Desviacion estandar Desviacion estandar

Tipo de ruido (N muestras) de x (M muestras) de y

|

{

|
L

Blanco de fase ra),(r)/\/g O'y(T)1/2iN+1i/3N

Flicker de fase ~ 7o, (r)InM/In2 ~o,(c)2(N+1)/3N

Blanco de frecuencia 7,0,z (M +1)/6 o, (%)

'riﬁ;lri.cke; de frécuencia Indefinida o, (T)\/ N lnN/({(N - 13 1;1 2)

Camino aleatorio de frecuencia Indefinida o, (r)yN/2
|

|

Tabla 2.4: Relacion entre la desviacion de Allan y las desviaciones estandar de x e y, aplicadas a N

muestras de x (Mde y).
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2.4.  Procesado y analisis de sciial en presencia de ruidos aleatorios

Tal como se indicd en el apartado 2.3.2, 1a varianza de Allan puede emplearse como
herramienta para estimar las componentes deterministicas presentes en las sefiales
generadas por los relojes, perc de mayor interés resulta atin su empleo en la
caracterizacion de las componentes aleatorias o casuales. Esta caracterizacion requiere
la extraccion previa de la componente deterministica, que se llevara a cabo con mayor

cficiencia segun sea el tipo de ruido aleatorio predominante en la sefal.

La separacion de las componentes deterministicas requiere, no obstante, el
establecimiento previo de un modelo y la estima de los diferentes parametros que

conforman tal modelo.

Ll modelo sera tanto mejor si los residuos o diferencias entre los valores experimentales
y los estimados (resultantes de la aplicacién del modelo) constituyen un proceso
aleatorio blanco, es decir, sin memoria o correlacién con el pasado. En el supuesto de
que los residuos no cumplan esta condicion, deberia pensarse en la existencia de alguna
componente susceptible de ser prevista a partir de los datos previos, y que por su

cardcter de predecible deberia ser incluida en el modelo.

La cstima de los parametros del modelo puede llevarse a cabo mediante cualquiera de
los métodos conocidos. De entre ¢llos, el mas comunmente empleado es el de “minimos
cuadrados” o de “regresion”, que coincide con el de “maxima probabilidad” cuando los

residuos obedecen a una distribucion normal multivariable, blanca (incorrelada) y con

varianza comun o . Aun no obedeciendo al tipo de distribucién normal multivariable,

si los residuos mantienen las otras dos caracteristicas: incorrelados y de varianza o, de

acuerdo con el teorema de Gauss—Markov la estima asi obtenida es la mejor u optima;

denominada asi por ser mas eficiente que cualquier otro tipo de estima lineal.

Supongamos, para concretar, que se disponen de datos que obedecen a un modelo de

sefal como el introducido en (2.10), en el que el proceso aleatorio 1//(1’) es blanco vy

. . 2 . . , .
normal de media nula y varienza o, . En tal caso, las estimas Optimas de los

parémetros x(z,), y(ro) y d, sc obtienen del ajuste de una pardbola, en sentido de

minimos cuadrados, a los datos experimentales.
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Si en lugar de prevalecer el ruido aditivo blanco (de fase), predomina el blanco de

2
£

frecuencia, normal de media nula y varianza o, es preferible el empleo del modelo

(2.9). En tal caso, las estimas Optimas de los parametros y(to) y d, se obtienen del

ajustc de una recta, en sentido de minimos cuadrados, a los datos experimentales
(valores medios de desviacion normalizada de frecuencia a partir de los datos
observados de desviacion de fase, en el supuesto de que resulte admisible la

aproximacion de los valores instantaneos mediante los valores medios).

Cuando el tipo de ruido aditivo predominante es camino aleatorio de frecuencia, normal
de media nula y varianza 0'3, el modelo empleado se deduce por diferenciacion de

(2.9):

d(t)=d, +nlt) (2.29)

Para este caso, la estima Optima de la constante ¢ se obtiene promediando las segundas

diferencias de los datos observados de desviacion de fase.

Para {malizar, cuando el tipo de ruido aditivo predominante es de naturaleza flicker (de

fase o frecuencia), no existe un estimador Optimo de la deriva de frecuencia d,. No

obstante, cuando se trata de ruido flicker de frecuencia, se ha demostrado [22] que la
media aritmética de las segundas diferencias de los datos de desviacion de fase es

todavia un buen estimador del parametro d,, .

Si se tiene en cuenta que la diferencia sin solapamiento de dos variables aleatorias
independientes sigue teniendo independencia, la estima Optima de la deriva en
frecuencia puede llevarse siempre a cabo como promedio de las segundas diferencias de
los datos de desviacion de fase, sea cual sea el tipo de ruido aditivo predominante entre
los cuatro previamente considerados. El unico inconveniente del método estriba cn que
con las segundas diferencias desaparece la posibilidad de determinar los restantes

pardmetros del modelo: x(z,) e y(z,).
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Cappéllo a tre punte, Ii — (E/ sombrero
de tres picos), romanzo breve di P.A. de
Alarcon y Arriaza, pubblicato nel 1874.
L’argomento ¢ tratto da un racconto
popolare che si trova anche nel
“romance” Kl molinero de Alarcos (1l
mugnaio di  Alarcos). 1l  vecchio
Corregidor di una cittadina andalusa ha
messo gli occhi sulla bella e virtuosa
Frasquita, moglie del mugnaio Lucas, e
architetta un piano per conquistarla,
dando I’avvio a una serie d’equivoci in
cui vengono coinvolti la di lui moglie e
il marito ¢i Frasquita. [.’ironia maliziosa
della narrazione, la freschezza ¢ la
vivacita del dialogo, la ricchezza
coloristica con cui ¢ rievocata la vita
paesana della Spagna di Carlo IV
rendono tuttora piacevolissima la lettura
dell’opera. m Al romanzo ¢ ispirato
I’omonimo balletto in un atto musicato
da Manuel de Falla e presentato
all’Alhambra Theatre di Londra il 22
luglio 1919 dai Ballets Russes di
Djagilev con la coreografia di L.
Massine e 1 costumi (ispirati a quadri di
Goya) e le scene di Pablo Picasso.






Capitulo 3

LA MEDIA PONDERADA Y EL PROBLEMA DE LA
DETERMINACION DE PESOS

En la elaboracion de una escala de tiempo integrada, obtenida mediante la acumulacion
de segundos atomicos definidcs como un numero de periodos de la radiacion
correspondiente a determinada transicion del atomo de cesio, se da la circunstancia de
que cada realizacion particular llevada a cabo por determinado patrén de cesio tiene
defectos que pueden ser minimizados si sus lecturas se combinan adecuadamente con

las de otros relojes. De este modo se puede obtener una escala conjunta mas proxima a

la ideal.

Cuando se efectuan diferentes medidas de lecturas de relojes independientes: X, en un
mismo instante 7, de una misma cantidad fisica que designaremos como 74 y que
representa el “tiempo atomico”, la lectura 74 puede expresarse tedricamente , para el
instante 7, como la media ponderada de las lecturas de los relojes contribuyentes, en la

que los pesos relativos son seleccionados para optimizar determinada cualidad en la

escala.

3.1.  La necesidad de estimar la varianza de Allan absoluta asociada a cada reloj
La escala de tiempo conjunta en cada instante ¢ se determina como una combinacion

lineal, o media ponderada de las lecturas instantaneas tomadas para los N relojes que
constituyen el conjunto, en la que los valores X' (7) representan las lecturas del reloj i~

simo en el instante 7;

TA(1) = i o, (X' (1) (3.1)
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Los pesos relativos w,(¢), 7=1,.., N se determinardin de modo que permitan
discriminar entre los diferentes relojes de acuerdo con sus cualidades intrinsecas.
Podremos suponer que por lo general dichos pesos se mantendran invariables en el

tiempo. por lo que a lo largo del capitulo seran considerados constantes para cada reloj:

rf),.(/):m,.

Ante la hipotesis de independencia entre patrones, y por tanto de incorrelacién entre
¢stos. las covarianzas absolutas se anulan, de modo que pueden determinarse los valores

de @, en funcion de las varianzas absolutas optimizando la estabilidad de la escala

conjunta, es decir, haciendo minima la varianza asociada a la escala conjunta sea cual
sea el concepto de varianza utilizado. En concreto se hara minima la varianza de Allan

(AVAR) para algin valor del intervalo de tiempo 7 :

2"

N N N
(3.2) ol ()= 21 - (Z OX (1+21)=2> 0 X' (1+1)+ Y 0.X' (1)
T U4 i fa

Si se denomina 7, a la AVAR absoluta asociada al reloj i~simo para un intervalo de

tiempo 7, bajo la hipdtesis de independencia, la AVAR absoluta asociada a la escala

conjunta puede expresarse en funcion de los valores r,,i=1,..., N :
N
. 2 2
(3.3) (7)) = Z ;1
=}

e, N . ., . . ) ’
f.a condicion de minimizacion (derivada parcial de o, (r), respecto de cada parametro
o, , 1gualada a cero) aplicada a (3.3), con la condicién de que la suma de los pesos

relativos sea igual a la unidad, lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

N
2(0.1'".1‘1' '—'Z{Uirﬁ::o j=1L...,.N-1
i=1
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Cuya resolucion lleva a los siguientes valores para los pesos relativos @; :

1

o= i=l..N (3.5)
L
1

Tii

i=

Los pesos relativos solo pueden ser estimados a partir de las AVAR absolutas estimadas
para cada patrén, debido a la imposibilidad de calcular el promediado infinito en el
tiempo que requiere la determinacién de los citados estadisticos. Definiremos las

estimas de los pesos relativos del siguiente modo:

i

o, = " i=1..N (3.6)

Z 1

- P/i
J=i

En estas expresiones, £, tiene el siguiente significado:

1 M-=2m 2

fo=my) = S (X, = 2K, + X (3.7)
0 2(M_2m)n121_02 ;( J+2 J _/)

M representa el numero total de lecturas de fase—tiempo X; en el que se basa la estima,
los subindices ; representan la posicion que ocupa la medida j—sima en la serie de M

medidas realizadas, 7, indica el minimo espaciado entre datos y 7 =m7, el intervalo

para el cual se estd estimando la AVAR.

El simbolo | . que denota esperanza matematica, o promediado infinito en el tiempo en

el supuesto de que el proceso de promediado de dobles diferencias de fase-tiempo es
estacionario y ergddico, ha sido sustituido por un promediado finito en el tiempo para

alcanzar el estimador de ;.
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3.2.1. El clisico problema del sombrero de tres puntas

El problema clasico de separacién de las varianzas entre osciladores se conoce como
problema del “sombrero de tres suntas” [23]. El problema consiste en determinar las
varlanzas individuales asociadas a cada reloj mediante comparaciones entre tres relojes,

supuesto que €stos sean independientes entre si.
Ante esta tltima hipdtesis, se debe veriticar que:

Sy =1t

(3.11)

8y =Ty F 1y

Se ha empleado la notacion ya introducida, con N =3 y el tercer reloj como reloj de

referencia.

Si se define la covarianza de Allan (ACOV) de los relojes i—simo y j—simo referidos al

N-simo del siguiente modo:

5, = 5,(r) = 21 (Y- 2+ 0) (20— 2 () + X (1) (Bu12)
j = s :

Desarrollando la expresion y teniendo en cuenta la condicién de independencia,

resultara que:
Sy = Iy (3.13)

La solucion al sistema de ecuaciones formado por (3.11) v (3.13) es sencilla de obtener:
Fyy = 85y = 8y (3.14)

La cxpresion mas comunmente empleada come solucidén al clasico problema del
sombrero de tres puntas utiliza la varianza (s) del primer reloj referido al segundo. Si se

desarrolla s ¢n funcion de las varianzas individuales se tendra:
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(3.15) S =1+,

Y empleando el sistema formado por (3.11) y (3.15) resulta finalmente:

1
iy = ) (S +85 - Szz)
, ‘ 1
(3.10) Fyy = 5 (s22 +§ —SH)
1
=, (szz 85, - S)

En La practica, este procedimiento solo puede aplicarse sobre los estimadores de s, 5,
VS {8,850y $5)0 8,55 ¥ 5/8, . La consecuencia fundamental es que en ocasiones se
obticnen resultados incoherentes, es decir, valores negativos de varianza asociados a los
relojes cuando las varianzas de A/lan reales son de hecho definidas positiva. Tal
resultado se presume asi debido a que los intervalos de confianza asociados a la estima
de este parametro son suficientemente grandes como para incluir valores de varianza
negativos; ¢l problema deberia solucionarse considerando mayor nimero de datos en el
calculo de las varianzas de Allan conjuntas, lo que reducirfa el tamafio de los intervalos
de confianza. El problema podria subsistir aun habiendo aumentado el nimero de datos
para calcular las varianzas de Allan conjuntas, el principal argumento empleado para

justificar este hecho es que la hipotesis de incorrelacion entre relojes no es aceptable.

3.2.2. Version revisada del método del sombrero de tres puntas

La vcorrelacién entre relojes proximos, principalmente debido a las condiciones
ambientales del entorno, parece un hecho obvio ante intervalos de tiempo de integracion
de 5 a 10 dias y superiores {19, 24-32]. Ante tal tesitura, ciertos autores [33] han
obtenido una solucidén optima al problema desechando la hipotesis de incorrelacion

entre relojes.

Partiendo de este supuesto, y definiendo previamente la covarianza de Allun (ACOV)

entre los relojes i—simo y j—simo del siguiente modo:
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ro=r(r) = 212 (X2 -2+ )+ X)X (4 20) - 2X G+ ) + X7 (0) (B.AT)

si se desarrolla (3.12) resulta que el sistema lineal de ecuaciones a resolver es

indeterminado (tres ecuaciones y seis incognitas):

S, S R Ry =28, Vo, + 1y —Fy — F
al 12 11 33 13 12 33 13 23
S = = (3.18)

S S Hy thy T Hy Ty Foy + Fyy =21y

En la que S es una matriz simétrica 2 X 2 de valores conocidos, que denominaremos

matriz de covarianza (de A4llan) S.

Definiremos R como la matriz simétrica 3 X 3 de valores desconocidos de AVAR y
ACOV de los tres relojes referidos al reloj ideal, que denominaremos matriz de

covarianza (de Allan) R.
R=|7rn, rn, (3.19)

Dado que el sistema de ecuaciones establecido en (3.18) presenta infinitas soluciones, si
existiera alguna manera razonable de fijar los valores de tres de las incognitas (por
ejemplo, los relacionados con las (co)varianzas' asociadas al reloj N-simo), las tres
incognitas restantes quedarian petrfectamente identificadas, y con ello la matriz R. La
condicion establecida para fijar los parametros libres r,,,7,, y 13, se deduce del hecho de

que la matriz R, por su caracter de definida positiva, restringe significativamente el

espacio solucion.

Ambas matrices S y R son definidas positivas, y por tanto verifican que todos sus
menores principales son positivos, en particular los menores principales de (3.20) para

la matriz S, vy los de (3.21) para la matriz R, que constituyen respectivamente

conjuntos de condiciones necesarias y suficientes:

' Se ha empleado la palabra (co)varianze para hacer referencia indistintamente a los valores de varianza y
de covarianza.
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s, >0

Qs 2
Si=5,8, -5, >0

Fyy >0
2970 S 2
(3.21) Py Iy — 15y >0

P ) o
Ro=nmy g+ 28, s =13y =yl =Ty 1y > 0

La relacion (3.18) permite asegurar el caricter de definida positiva en la matriz
incognita R con tal de que se verifique que R/ > 0; expresién en la que | representa

el determinante de la matriz R, (Apéndice A de [33]).

Si se expresa R, en funcién de los tres parametros libres r,, 75, ¥ #4;, la solucién debera

verificar la siguiente inccuacion:

! ol 2
R = H(n,, 1y, 1) = FiaiB = 855, (R — 75)

+ 25‘12(’”13 “”33)(’”23 ”’”33)”‘511(’”33 _’”33)2 >0

Empleando como criterio la minimizacion de alguna funcién que caracterice la

“covarianza global” entre relojes, con la condicién ‘R >0, se introduce una funcidén
o : . . e - 2 2 2
objetivo directamente proporcional a la suma cuadrética de las covarianzas r; + 7 +7,

¢ Inversamente proporcional a la funcion H (r13 L )
Denominando (7 a la raiz cuadrada de la media cuadratica de las covarianzas, resulta:

[(;("‘lxv I35 /’33)]2 = (’”1% + ’”1% + }‘2’3)/3 = [2(’”13 153 )2 + 2("13 - ”33)(53 - ’”33)
(3.23) + 2(”‘23 5 )2 + 2(2}”33 + 5[2)(””13 . ’”33)

+ 2(2’”33 +512)(’”23 _"33)+ 2”3:; + (*";2 +"33)2]. 3

Stendo la funcion objetivo a minimizar:
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1 2
F( )_3‘,"‘8\ [G(r13,r23,r33)] 394
UETROCPRETY El E( *)’ ' (3.24)

R3s Fa35 P33
Se demuestra que cxiste uno y solo un minimo global de F(r,,r,;, s, ) dentro del
dominio factible [33]. La minimizacién de la funcion objetivo puede obtenerse de
manera cuasi analitica; los valores #3", 13" y " resultantes de la minimizacion se

sustituyen en (3.18) para calcular las restantes incognitas y completar la matriz de

covarianza R.

En la practica no se conoce S, pero puede conocerse un buen estimador de la citada

matriz, que representaremos por §, cuyos términos se calcularan aplicando la siguiente

expresion:

1 M<=2m

- — " i i J i g
‘Q!/' - g_/i (m TO) - 2(M :7727)1)7);215 kzzll (xk+2m - 2xk+m + xl() (xk+2m - 2xk+m + Xy > (325)

Del desarrollo de (3.25) se obtiene una expresion similar a (3.18), que liga los términos
de la matriz de covarianza (de 4llan) estimada S con los de la matriz de covarianza (de
Allan) estimada R . El resto de la formulacion es igual a la anteriormente presentada,

con tal de que se sustituya S por §, R por R, S; pors, y v, porf,.

3.2.3. Estimacién de la estabilidad de N relojes supuesta cierta correlacién entre

ellos.
[La version revisada del método del sombrero de tres puntas puede ser aplicada a un
conjunto de N relojes: empleando el procedimiento sobre las (N —1)(N ~2)/2 triadas
que contienen a un mismo reloj, se obtienen idéntico niumero de estimas de varianza
asocladas al citado reloj. La varianza absoluta asociada al reloj se calcula como media
ponderada de los (N ~1)(N—2)/2 valores de varianza calculados, los pesos son

inversamente proporcionales a las incertidumbres asociadas a cada una de las triadas

[34].
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La solucion al problema puede alcanzarse de manera ain mas elegante si se tienen en

cuenta las importantes conclusiones alcanzadas en [35]:

e Definida S como la matriz de covarianza (matriz simétrica de orden N-1) cuyos
t¢rminos vicnen dados por (3.12) y R como la matriz de covarianza (matriz
simétrica de orden N) formada por los términos de AVAR y ACOV absolutos
asociados al conjunto de N relojes, puede demostrarse que R es definida positiva si

y solo st R'> (.

e Cuando el numero de relojes en comparacion aumenta, la arbitrariedad en la

determinacion de la estabilidad en frecuencia absoluta disminuye.

lLa formutacion para estimar la estabilidad de N relojes, presentada a continuacion.

constituye una de las aportaciones destacables de este trabajo de tesis.

Conforme va en aumento el namero de relojes que se comparan entre si, crece la
dificultad en el célculo de la solucion cuasi analitica estima de R con ‘R; >0 [33, 36].
Sin embargo, existe la posibilidad de resolver el problema de estimacién mediante el

empleo del célculo numérico. El problema a resolver consistira en la minimizacion de

una funcion objetivo supuesta la existencia de una restriccion de desigualdad.

la restriceion de desigualdad parece clara: si se desarrolla | R en funcion de S y de los
valores de (cojvarianza  ry;i=1,---, N, elegidos como pardmetros libres, puede

deducirse la siguiente relacién:
%) . § . . . . " -1/ ” . .. i
(3.26) R = §/ l,’NN =y =T Fvw — Faw DS iy = Fas o Fivew — Faw ) J> 0

Al ser la matriz de covarianza S una matriz definida positiva, su determinante es mayor
que cero, por lo que podemos prescindir del citado factor en la desigualdad anterior. En

lo sucesivo sc denominara funcion de constreftimiento a H(rw, SRR rNN), de modo que

H(r . . 1y ) > 0 represente la restriccion:

L
2
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e =TS Gy =i+ Hge =)' | (3.27)

Hooo )= o (e =P R
4]

El término divisor ha sido introducido al objeto de mantener el problema de

minimizacion invariante en escala.

En cuanto a la funcion objetivo elegida, a minimizar con la condicion ER; >0, se antojan

dos como posibles candidatas en el problema de estimacion, cada una de ellas presenta
particulares ventajas e inconvenientes. [.a adecuada combinacion de ambas llevara a la

solucién finalmente propuesta.

La primera de ellas es directamente proporcional a la suma cuadratica de las ACOV

absolutas:
Ty
B (rIN> s rNN): L (3.28)
N
La segunda es directamente proporcional a la suma cuadratica de los coeficientes de

correlacion absolutos:

2

V.

By arw )= =" (3.29)

i<j .
Fii Vi

Las condiciones iniciales deben asegurar la convergencia del problema de

minimizacion. Una buena eleccion podria ser:
rw =0 Vi<N (3.30a)

inf
-

ryy se deduce de la condicidn de restricciéon impuesta por ser R definida positiva: al

o -1 T .
SET Fyy (— Faw s -os = Fyy )S ( Fays oo™ rNN) >0, teniendo en cuenta que S —y por

Hstimacion de las varianzas de Allan absolutas asociadas a cada reloj 53



tanto $ ' es definida positiva, la expresion (I,...,1)S™(I,...,1)' es mayor que cero,

34 [P, v al ol : . Jini,
pudicndose emplear el siguiente valor para ryy, :

(3.30h) 0<ri =

A igual que cn el apartado anterior, en la practica se desconoce la matriz S, pero puede
conocerse su estimador que se designara 8. La estima de la matriz R: R, se deduce de
la formulacién expuesta, con tal de que se sustituya S por §, R por R, S, pors, y

I',/ por I‘,-/- .

3.2.4. Consideraciones sobre la restriccion impuesta por la condicion R[>0

sobre la estimacion de las varianzas y covarianzas de Allan absolutas.
Para interpretar el efecto que sobre la solucidon al problema produce la restriccion de
desigualdad impuesta por la condicién 'R >0, se efectuardn ciertas manipulaciones
sobre la funcion de constrefiimiento, tal como ha sido definida en (3.27), igualada a
cero. Esta cxpresion representa la frontera del dominio solucion y describe

geométricamente un hiperparaboloide eliptico en un espacio N-dimensional, mientras

su “interior” representa la region factible del problema.

. - . . . —1 , -
Por simplicidad en las sucesivas expresiones, la matriz S™ se representara como T,y

el elemento de la fila i—sima y columna j—sima como ¢,; T, denotard al menor

cahm

principal constituido por las filas y columnas k. .../, m mientras T/ ) representard

L hom

al menor anterior orlado con la fila i-sima y la columna j-sima.

lLa proyeccion del hiperparaboloide eliptico sobre el espacio de N-1 dimensiones

definido por 7y, 7y s v Tyw s Fn o+ -» Py S€ Obtiene a partir de las ecuaciones:
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N-1

N1
. NAQ = o e _ _N-
d(’lN""’rNN) VS =ryy ZZ(”/N ’NN)(?/N rNN)t(j'_Oﬂ

j=1 j=l

(3.31)

a_H,(”u\'};f " rNN) =0.
OF

La segunda ecuacion de (3.31) representa el lugar geométrico constituido por las
hiperrectas normales al hiperparaboloide eliptico H =0, que a su vez son
perpendiculares al vector unitario en la direccion “k”, es decir: si la ecuacién de la

hiperrecta normal al hiperparaboloide eliptico en cualquiera de sus puntos viene dada

por:

| COw oo v TR NN N (3.32)

La condicion de perpendicularidad entre ésta y alguna de vector director unitario en la
direccion “k” se obtiene haciendo el producto escalar de los vectores directores igual a

cero, lo que lleva a la ecuacion anterior.

Esta ecuacion, que representa un hiperplano en el espacio N—dimensional, permite

obtener una expresion para r,, —r,, en funcion de las restantes variables. Sustituyendo

adecuadamente en la primera ecuacion de (3.31) se obtiene la proyeccion buscada:

Hk('hv» v r(k—l)Nﬂr(kH)N’""rNN)EE

(bt~ 1, (3.33)
Fav "ZZ(’W '"rNN)(r/N _rNN)L L

ixk j#k tkk

La operacién puede repetirse tantas veces como se desee de modo que en general, la
proyeccion del hiperparaboloide eliptico original sobre el espacio definido por
Finse o~V s Ty s s Fenns Haenw s+ o> Tty v s Fomatyn s« o T S€ determina a partir de las

ecuaciones:

Estimacion de las varianzas de A/lan absolutas asociadas a cada reloj 55




= "\
Hy  , =ry = 242 (’”;N —Faw )(”/N - FNN) =0;

izk j=k Tk“..,/
(3.34) i
oH,

eond

) A
O’IHN
Las cuales llevan al siguiente resultado:

Hy (’] woe o Ty Faayw s oo Tnyn s Fuayws << s Py s Tmey v o -5 Py ) =

{i. )
- ' koo lom
(3.35) Fyy = z Z (r v T Fwn )(rm Py ) =0
ik j#k TA-,~-,/.. m

2l ol
Fm EM
En particular, la proyeccion sobre el plano #, —r,, vendra dada por la ecuacion que

sigue, cn la que T, representa el adjunto del elemento 7, :

5

(3.30) (rNN Ny )2 - = (rNN ATy, )— ~ Sy oy =0

11

Iy
i NN
T

Expresion que no debe resultar extraila, y que obedece a que los valores de las variables

Py« Piyeos Fyoyy han sido seleccionados de manera muy particular, entre aquellos que
hacen maxima la superficie proyectada sobre el plano r, —r,, . Cualquier otra
scleceion de valores para r,y, 75y, ..., .y hubiera llevado a un conjunto de valores

factibles de r,, y r,, contenido en el recinto limitado por (3.36).

lin efecto, si en lugar de efectrar la proyeccion del hiperparaboloide eliptico en el
cspacio  N—dimensional sobre el plano r, —r, se efectia la proyeccion del
hiperparaboloide eliptico (N-1)—dimensional que resulte de la interseccion de éste y el
hiperplano situado a “distancia” +d, del obtenido mediante la segunda ecuacion de

(3.31). signiendo el mismo procedimiento ya introducido, se llega a:
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2 § S 2 2
(rNN “”’w) =St 't"U" ztik + Ui d;, =0 (3.37)

El término independiente es siempre positivo, de modo que cualquier “alejamiento”

+d, respecto del hiperplano N--dimensional que provoca la mdxima proyeccion se

traduce en una reduccién del dominio factible para 7, y 7y, -

Si efectuamos de manera sistemdtica proyecciones eliminando secuencialmente las

coordenadas Fviw s Fvayys - Fay hasta alcanzar el plano 7, —r,, , de modo que en

cada proyecciébn se considere la interseccion con hiperplanos “distanciados”
td, ,.td, ,.....,+td, respecto de aquellos que producian méaxima proyeccion, se

alcanza finalmente la expresion siguiente:

(row =1y S ~s”nw-+25k d’ (3.38)

i=2

En la que los coeficientes k] adquieren los siguientes valores:

foel

LR Doy

k=g, "™ u e m=2,.,N=2
T)n+1,w, N--1 Tm,m+1,~», N-1 (339)
, Nl N 2
Ky = zt N- Litv-ty
f(N (N=1) | 7=l i=l

Las “distancias” d, se expresan a partir de los hiperplanos ya citados tal cual sigue:

i

. (i,m)
z (riN - ’NN )Tm+],~-,N—l

d,= e e m=2,..,N=2 (3.40)

Cm ) P 2
S+ [Z T j

'-J i=1 i=l

Estimacion de Jas varianzas de A/lan absolutas asociadas a cada reloj 57




z ("/N Ty )lr'(N~l)

— i=1
d“\/a,l - - e

. 1 -
PRI DN
iod=l

i=1

AN

Aunque el razonamiento seguido carece de interés desde el punto de vista practico. la

ecuacion (3.38) presenta una lectura interesante:

e La incorporacion de un nuevo reloj al conjunto nunca disminuira el efecto restrictivo
en las variables 1, yr,, en el supuesto de que las restantes variables se
mantuvieran definidas de acuerdo con lo expresado en las ecuaciones (3.40):
(i =1 (ry s Py das s d,) =2, ..., N—Z), sea cual fuere el valor de ACOV
absoluta estimada entre el nuevo reloj y el de referencia.

e St por el contrario, al aumentar el nimero de relojes el criterio de seleccion de la
solucion optima es tal que los valores de ACOV absoluta ya estimados sufren
variacion (hecho que por otra parte es perfectamente factible, especialmente cuando
el nimero de relojes que constituyen ¢l conjunto es reducido, o cuando el criterio de
scleccion de la solucion optiraa —funcion objetivo— no ha sido muy acertado), nada
dcbe hacer pensar que los valores de 7, yry, van a estar sometidos a una mayor

testriccion, pues no existe ligadura alguna que condicione el problema, salvo la ya

conocida dada por (3.36).

Todo ello sin perjuicio de que tal como se ¢it6 en el apartado 3.2.3, la arbitrariedad en la
determinacion de la estabilidad en frecuencia absoluta disminuya al aumentar el nimero
de relojes en comparacion, es decir: aunque el dominio delimitado por la comparacion
de N relojes tenga una dimension superior debido a la variable adicional r,, , ., si se
fija un valor para este parametro se obtendrd un dominio (N-1)—dimensional que nunca

sera mayor al obtenido por comparacién de N-1 relojes.

Esta Gltima afirmacién abre una nueva via en el proceso de determinacion de la
estabilidad en frecuencia absoluta, pues si de alguna forma pudiera estimarse la ACOV

absoluta 7, ,y, el dominio solucién resultante estarfa incluido en ¢l dominio (N-1)-

dimensional delimitado por comparacion de N-1 relojes (1 a (N-2)-simo y N-simo). De
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hecho, si se efectian las sucesivas proyecciones del hiperparaboloide eliptico (N-1)-

dimensional obtenido una vez fijado el valor del pardmetro 7, ,,, se alcanza

finalmente la siguiente ecuacion implicita:

S(v-na-1) (ry = ruw )1 + (_ 1)N 2 (rl Y )(’ﬂ(/\’-l)/\' L )+ Su ("]N T )2 - (3.41)
- <S|1 Sv-nivny Srz(fv-n)’NN =0

Esta ecuacion representa una elipse en el plano 7, —r,, , que permanece inscrita en la

parabola (3.36), con los siguientes puntos de corte en los que ambas curvas son

tangentes:

ro, o= —('ZS Foo e F S50 S 52_ +As, 7 ; )
NN 2S” 1t H(N-1)N 1(N-1) N=1) P UN-1) i1 (N-1)N (3'42)

0 0 & o0
Py =Fuyw T 08

En el caso particular en el que el discriminante de ry, sea negativo, ni siquiera llegaran

a tangentear ambas proyecciones.

Si se pudieran estimar por otros métodos otros valores de ACOV absolutas, se irian
obteniendo sucesivas proyecciones de caracter eliptico sobre el plano 7, ~r,, inscritas

en las ya obtenidas previamente, de modo que el dominio factible en este plano cada vez

apareceria mas restringido.

3.2.5. Resolucion numérica del problema de estimacion de estabilidad de N

relojes.
Tal como se introdujo en el apartado 3.2.3, el problema de la estimacion puede
resolverse numeéricamente optimizando (minimizando) una funcion objetivo del tipo
(3.28) 0 (3.29), con la condicion de que se verifique que la funcién de constrefiimiento
(3.27) es mayor que cero; se trata por tanto de un problema de optimizacion, también

conocido como programa matematico.
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La idea bdsica en la optimizacion con restricciones consiste en transformar el problema
en un subproblema mas sencillo, que pueda ser resuelto y empleado como base de un
proceso 1terativo. La traslacion desde el problema con restricciones a uno mas basico sin
restricciones se efectua siguiendo métodos basados en la solucion de las ecuaciones de
Karush—Kuhn—-Tucker (KKT). Estas ecuaciones, descritas previamente por W. Karush
(1939) v posteriormente publicadas H. Kuhn v A. Tucker (1951), son condiciones
necesarias de optimalidad, que constituyen la generalizacion de las dadas por Lagrange

para problemas con restricciones de desigualdad.
El teorema de Karush—Kuhn—Tucker expresa lo siguiente:

“Dado un problema de la forma:

min f(x)
& (X)S 0
(3.43) £,(x)<0

gl” (X) S 0

gque tiene un minimo local en el punto x Si los vectores gradientes de las

i

restricciones saturadas en x . son linealmente independientes en X, , entonces cada

min min?

restriccion saturada tiene asociado un nimero positivo A, 20, (conocido como

nultiplicador de Karush—Kuhn—Tucker o variable dual del problema) de tal forma que.

m

(3 .44(1) Vf‘(xmin )+ Z '}"i : Vgl (X min ) - 0

je=1
Para que en la expresién anterior intervengan todas las resiricciones se asocian
multiplicadores nulos a las restricciones no saturadas, para ello se imponen las

condiciones:

(3.44b) A-g(x, )=0para i=1,2,,m”
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Una restriceidn se dice saturada cuando en la solucidén dptima (u éptimo) se verifica en
forma de igualdad. Cuando lo hace en forma de desigualdad estricta, la restriccion se

denomina no saturada.

Fl teorema de Karush—Kuhn-Tucker sirve, igual que el teorema de Lagrange, para
determinar los posibles 6ptimos de un problema (condicion necesaria de optimalidad);
para ello habria que resolver un sistema de n + m ecuaciones con n + m incognitas. Una
vez resueltlo este sistema habria que seleccionar aquellas soluciones que verifican las
desigualdades. Por analogia con los problemas con restricciones de igualdad, a estos

puntos se les llama puntos estacionarios.

Una vez determinados los puntos estacionarios, deben estudiarse las condiciones
suficientes de optimalidad que permitan decidir si realmente los puntos localizados
corresponden a verdaderas soluciones. Existe no obstante un caso particular, conocido
comao caso convexo, segun el cual si el problema es convexo las condiciones necesarias

de Karush—-Kuhn—Tucker son ademas suficientes.

Un problema convexo es aquel de la forma:

min f(x)

3.45
xeD ( )

donde D es un conjunto convexo y f (x) una funcién convexa. La propiedad mas

importante de este tipo de problemas viene dada por el conocido como teorema
fundamental de la programaciéon convexa que asegura que todo optimo local de un
problema convexo es también éptimo global. Para que un conjunto dado mediante
inecuaciones sea convexo basta con que las funciones que intervienen en las

desigualdades del tipo menor o igual a una constante sean convexas.

Si ademas de lo anterior puede asegurarse que la funcién objetivo es estrictamente
convexa (problema conocido como estrictamente convexo), en caso de que exista un

Optimo, éste sera unico.
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Alcanzado un punto estacionario en un problema convexo, se puede concluir diciendo
que el punto encontrado es minimo y ademads global. Si el problema es estrictamente

convexo puede asegurarse que este minimo es el Unico en el conjunto 1 de soluciones

factibles.

Llegado este momento en el planteamiento del problema de optimizacion, es preciso
indicar que el teorema de Karush-Kuhn—Tucker afecta a restricciones de desigualdad en
sentido amplio (menor o igual que), pues las desigualdades estrictas pueden conducir a
problemas sin solucioén. Aun siendo la restriccion que nos ocupa una desigualdad de tipo
estricto, se tratara como si tuviera sentido amplio, lo que a efectos practicos no revestira

mayor importancia.

La solucidn a las ecuaciones de Karush—Kuhn—Tucker constituye la base del algoritmo
de programacién no lineal empleado. Este algoritmo emplea un método de
Programacion Cuadratica Secuencial (SQP), denominado asi ya que en cada iteracion
principal se resuelve un subproblema de programacion cuadrética (QF). Estos métodos
son conocidos también como de Programacion Cuadratica Iterativa, Programacion

Cuadratica Recursiva o de Métrica Variable Restringida.

L.os métodos SOP representan el estado del arte entre los métodos de programacién no
lineal. Il método empleado imita como tantos otros al método de Newron utilizado ¢n
los problemas de optimizacién sin restricciones (por ello son conocidos como métodos
de actualizacion de cuasi—-Newton). En particular, se ha aplicado el método conocido

como BIFG:S en honor a sus autores (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno) [37-41].

En cada iteracién principal se calcula la matriz Hessiana (H,) de la funcion

A

Lagrangiana (L(r] v P A) = FAfoys ooy Py )4 A H(Ry s o Py )) a partir de su
valor en la iteracién anterior (H, ,). La linealizacién de la funcién de constrefimiento

permite finalmente alcanzar el subproblema QP de resolucion mas simple:

1, . v
(3.40) min _d"H,dsVE(R 7 ) -d

VH(’;lkmaﬁ\l\w)[ ‘d+H(’>1]fw"'r’aAkN)£0
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Este subproblema se ha resuelto mediante un conjunto estratégico activo similar al que
se describe en [42] y [43]. La solucion obtenida se emplea en la siguiente iteracion, pues
fh@*' = f,,ﬁ, +at -d,.k con i=1---, N. El pardmetro ", indicativo de la longitud del
paso, se determina mediante un procedimiento de busqueda apropiado de manera que se

obtenga suficiente decrecimiento en una funcién de mérito similar a la propuesta en [44|

y [45].

3.2.6. Eleccion de la funcion objetivo para el problema de optimizacién.
En el apartado 3.2.3 se han citado dos funciones objetivo como posibles candidatas para
el problema de optimizacién a resolver (expresiones (3.28) y (3.29)). Ambas presentan

sus particulares ventajas e inconvenientes, cuya discusion se centra en este apartado.
Al seleccionar una funcion objetivo, hay dos aspectos que deben ser tenidos en cuenta:

o La funcién objetivo debe tener sentido fisico, es decir, debe expresar fielmente la
propiedad que se desea minimizar: dependencia entre relojes.

e L] problema de optimizacion 1doneo a resolver es aquél estrictamente convexo.

Como se recordara del apartado anterior, un problema de optimizacién estrictamente

convexo requiere que la funcion de constrefiimiento sea convexa, y asi es, pues tal como

se indicé en el apartado 3.2.4, H(r,, -, 7y )=0 representa un hiperparaboloide
eliptico en el espacio N-dimensional, siendo H (rlN,--~,rNN)>O su interior. La

restriccién de desigualdad representa por tanto un conjunto convexo (en sentido

estricto) de soluciones factibles para el problema de optimizacion [35].

Reconocer si una funcién es convexa utilizando la definicion de convexidad resulta ser
tarea en muchos casos compliceda. Cuando las funciones son diferenciables existen
procedimientos que facilitan esta tarea; en particular, cuando una funcién es dos veces
derivable con respecto a todas sus variables, el caracter de la matriz Hessiana
(semidefinida positiva, semidefinida negativa, definida positiva o definida negativa)
para cualquier valor x del dominio determinard si la funcién es o no convexa. La

funcién f(x) es convexa si y solo si la matriz Hessiana de f (x) es semidefinida
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positiva; si la matriz Hessiana de f (x) es definida positiva, la funcion f(x) es

estriclamente convexa (¢sta ultima propiedad expresa una condicion suficiente, aunque

no necesaria).

En el caso de la primera funcion objetivo propuesta (3.28), no solo se dan las
circunstancias de derivabilidad citadas en el parrafo anterior, sino que al ser una funcion
de segundo grado, las segundas derivadas son constantes, lo que facilita el estudio del

cardcter de la matriz Hessiana y la consecuente caracterizacion de la funcion.

El empleo de la siguiente igualdad del analisis algebraico simplifica en gran medida los

calculos posteriores:

T+a 1 i
1 1+bh 1

(3.47) P ) . . :ab...z[l+l+l +...+—]w
; : : " D a b z)
Pl 1 etz

Obtenida la matriz Hessiana de la funcion (3.28), su caracter podria deducirse a partir
del signo de los menores principales “delanteros” de la citada matriz, entendiendo como
tales las siguientes expresiones, en las que /4, representa cada uno de los elementos de

la matriz Hessiana H:

lhn by  hy
py=hy  hy, hzzﬁ py =H
‘,h,ﬂ hy  hi

I.a matriz Hesslana obtenida en este caso es:

C2(V-1) 2 2 —2(N-2) ]
1 2 2(N=1) - 2 -2(N =2)
(3.49) H, = } : : : :
LS 2 2 coo2(N=1) —2(N-2)
-2(N-2) —2(N-2) - —2(N-2) (N-2)(V-1)
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Y las expresiones que engloban a los citados menores son:

m Y-l
=2 W= ‘2)’_,,.,@? m=2) e (3.50)
M-t | S ‘ 2m

y |

Todas ellas son positivas siempre y cuando N >3, lo cual implica que la funcion es
estrictamente convexa, siéndolo consiguientemente ¢l problema de optimizacion que se

desea resolver.

La caracterizacion de la segunda funcién objetivo (3.29) no resulta facil, pues aun
tratindose de una funcion diferenciable, las derivadas sucesivas se complican y con ello
los métodos de reconocimiento de la convexidad basados en éstas: el que emplea el
vector gradiente y el basado en el cardcter de la matriz Hessiana. No obstante, mediante
contragjemplos ha quedado demostrado que no puede asegurarse la convexidad de las

funciones del tipo (3.29) [46]:

R ] v T PP =

K { & o ot
4 Rl il I e L T T T T T T T T R T e et T e e

e i . - JNEN AU r o
M [ P R S NN s N CE bl
1 o # Sol. Verdaderer -~~~ \\prga” U

Figura 3.1: Cardcter de una matriz Hessiana correspondiente a un ejemplo particular para tres relojes.
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La fipura 3.1 muestra tres secciones del hiperparaboloide eliptico que limita la region
factible para la matriz de covarianza S. Esta matriz ha sido calculada a partir de tres
scries temporales de datos simulados con ruido blanco de frecuencia de caracter

gaussiano 'y varianzas absolutas (de Allan) y coeficientes de correlacion p,

predeterminados, que prefijan por completo la matriz de covarianza de los relojes R :

iy

]

=27, =16, fy=1y p, =0.68V i j. Cuya correspondiente matriz § vienc dada

por:

. 1.09 1.18
(3.5 S =
‘ 1.18 11.35

N |
Las sceciones se refieren respectivamente a los planos 7 = [2-(11)S (n )1 ] =0.54,

fi, =075 y fi; =1.00, ¢ incluyen al punto inicial (0, 0, 0.54) y a la presunta solucion

(0.97.2.73, 1.00). Iin cada seccion se han representado las regiones en que la funcion
objetivo es (0 no) definida positiva (signo + o -). Este ejemplo pone de manifiesto que la

segunda funcion objetivo ( /), ) no lleva a una solucion unica.

La conclusion de los parrafos anteriores supone un serio contratiempo, pues esta funcion
objetivo es la que contiene mayor significado fisico, adaptandose perfectamente a la
rcalidad del problema. Ante ello se ha optado por introducir un proceso adaptivo, segin
el cual se efecttian sucesivas aproximaciones a una solucion nica con pleno significado

fisico.
La nueva funcion objetivo propuesta es la siguiente:

4-p7
RN PO n el f _ . v = E .p2
(3.5;_) F; (’1_\’: ”AAV.V\')_AZ,'\-_/( i=2) &Al))‘(rzez)jL H))’~ ,.<‘/.(1,-(]_,~ T
Ji

Fi Fi

En csta ecuacion, los coeficiertes k; = ¢, g, se mantienen constantes durante la

resolucion de cada problema de minimizacion, tomando como nuevo valor el que
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resulta de invertir el producto de las medias aritméticas de las varianzas 7, y 7, en las

. . . - . - ._1) _ ()) __]) _ ‘())
dos iteraciones previas, y asumiendo que r, T =k Y ’”,11‘ = ’ji .

El superindice /) denota el orden que ocupa cada problema de optimizacién en las

sucesivas aproximaciones; asi, si se eligen los valores iniciales £y conforme a (3.30¢) y
(3.30h) para asegurar un punto de partida dentro de la region factible, se tendra que:

0y __ ini,

B =8 — Py

(3.53)

0) mi
o —_ L=
Py =85 = Py

Las itcraciones sucesivas toman como condiciones iniciales el resultado de la ultima

iteracion.

Si el problema es convergente, en el limite cuando £—>co los valores k, tienden a

(f,i 7 ) !,y la solucion final sera la que minimice la suma cuadratica de las covarianzas

normalizadas.

En cuanto al caracter del problema de minimizacion a resolver en cada iteracion, puede
asegurarse que sera estrictamente convexo tal como quedara demostrado a continuacion,
por lo que los resultados parciales serdn tnicos, y llevaran finalmente a un minimo local
dentro de la regién factible que, aunque no necesariamente tiene porqué ser unico, de

serlo sera el minimo global dentro de la region factible:

La matriz Hessiana asociada a la funcion F; es:

2q, (S_%) 249,49, 29,4y 24, (% tqy "S)
24,4, 2q,(S-q,) - 26,9y, 2q,(q, +qy -5)
H, = : : 5 : (3.54)
2‘]1\/—1 q, 2qN——l q, 2qN—l (S_‘QN-J) 297\/—1 (q/~JN17‘+qNMS)
24, ((11+qN '"S) 2qz(q2+qN_S) 2qN-1((1N~1+‘JN"S) 22‘];‘11
L i<j i
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N
I‘n la que S representa la suma de todos los coeficientes ¢,: S = qu

i=l

Como paso previo a la demostracion, se procedera a la manipulacion del determinante

de la matriz Hessiana para simplificar su expresion:

1. Sc sustituye la columna N-sima por la que resulta de sumar a ésta, previamente

multiplicada por 2, las (N —1) columnas anteriores (sale fuera el factor 1/2).

b

Sc sustituye la fila N-—sima por la que resulta de sumar a ésta, previamente

multiplicada por 2, las (N - 1) filas anteriores (sale fuera el factor 1/2).

El resultado obtenido cs el expresado a continuacion, en el que puede observarse como,
salvo el factor 1/4, el determinante coincide formalinente con el correspondiente a cada

uno de los menores principales “delanteros” de la matriz:

2¢/(S-¢,)  2¢9; - 2q4y, 24,9y
24,4, :ZQQ(S“‘I:).) 2q,q 24,4y
(3.55) H, = : E :
24549, 24544, 2y (S_qN—l) 2qy., 4y )
2qy 4, 2qy 49, 24y Gy 2q, (S”(JNN

‘Todo menor principal sera directamente proporcional a una potencia de dos, al producto

de los m primeros términos ¢, clevados al cuadrado y al determinante A, por lo que

m?e
el cardcter de la matriz Hessiana vendra determinado exclusivamente por el signo de

estos ultimos determinantes. Para la resolucion formal del determinante A . se harad uso

n

de la identidad (3.47), que permite obtener el siguiente resultado:

S-q 1 1
(1 ; m m o
| S—q, H(S_Z(ii)"'ijl—[(‘g“zqi)
Gso) A= Ly L=
o ' o q,
S—q 1:1[
1 1 I
q"l ‘
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Este resultado dice poco acerca del signo de cada determinante, pero el desarrollo del

numerador nos lleva a otra expresion de sencilla interpretacion, en la que X, ; denota la

suma de las combinaciones i—arias de los m primeros términos ¢, :

m i m H

(S-2¢,) Zq [T -2¢,)=5"+>(i-2)-2)"%,, " (3.57)
=1

i=\ i f

Los términos del sumatorio en el segundo miembro de (3.57) adquieren los siguientes

valores:

. ~ ., . -1
a) Para i=1= -2 S Esta expresién combinada con S” llevaa S" ' (S~  J=
a1 p IZN|

N
_ Avaul qu >0

=+l

b.) Para i=2=0.

¢.) Para i impar, i>2; i=2n+1=(2n-1)2%"% St

n,2n+l1

d.) Para i par, i>2; i:2(n+1)::>-—n22(”+1)2,” 2 2net),

Los términos impares son siempre positivos, pero los pares son negativos. Ahora bien.,

la combinacion de dos términos consecutivos, impar y par, llevan a la expresion:
22” * o2 [( - 1)2‘111 2n+] S—4n 2m,2(n+l) ] (358)

Estas expresiones son siempre positivas ya que el desarrollo de X, ,,,, S lleva, entre
otros términos positivos, a 2(n+1) términos de la forma X, ,.,,: sl se agrupan
convenientemente los términos en la forma Z, ,..,), el coeficiente asociado sera:

2(2 n —n ~]). Fsta expresion en ningn caso serd negativa, anulandose tan solo cuando

n adquiera cl valor unidad.

Todos los menores principales “delanteros” son positivos, quedando demostrado el

caracter de la matriz Hessiana H. (definida positiva).
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La nueva funcién objetivo £}, definida conforme a (3.52), aglutina las ventajas de las

funciones previamente introducidas: convexidad estricta y acuerdo con la realidad fisica

del problema a resolver.

3.3.  Test de independencia entre relojes
En el intento por obtener una matriz R de covarianza con sentido fisico, los

estimadores de ACOV absolutas (f,/,i :‘-—j) adquieren un valor que por lo general
diferira de cero. Este hecho hace pensar en la reconsideracion del problema de calculo
de los estimadores de @, en (3.1), pues si nc se cumple la hipotesis de independencia

entre relojes, la expresion (3.6) no representara la condicion de maxima estabilidad en la

escala conjunta.

Al margen de lo expresado en el parrafo anterior, no debe perderse de vista el modo en
que ha sido estimada la matriz R: haciendo minima la suma cuadratica de los
coeficientes de correlacion absolutos. R es por tanto la solucion a un problema de
optimizacion particular, de modo que su empleo integro en la determinacién de los
pesos relativos podria traducirse en una escala conjunta final con una estabilidad igual o

peor a la obtenida empleando pesos basados unicamente en los valores estimados de

AVAR absolutos (diagonal de R ).

Para determinar si el grado de cerrelacion entre los N relojes es suficientemente bajo
como para prescindir de las estimas de ACOV absolutas en el calculo de los pesos
relativos, s¢ ha ideado un test de hipotesis con el fin de evidenciar la independencia
entre éstos. De otro modo, la teoria general de minimos cuadrados que se vera en el
proximo apartado da respuesta al cédlculo de los pesos relativos a partir de toda la

informacion aportada por la matriz de covarianza R, incluidos los términos de

covarianza.
Si el test de hipotesis se supera con éxito, la decisioén final sobre el uso o no de las

estimas de ACOV absolutas dependera de la estabilidad apreciada en la escala conjunta

final para el intervalo de tiempo 7 en que ha sido optimizada.
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Independientemente de la decision adoptada, el test siempre sera util para controlar el
grado de correlacidon entre relojes, alertando en caso de que éste aumentara, pues este
hecho debe ser corregido ya que cuanto menor sea la dependencia entre relojes, mayor

sera la estabilidad alcanzada en la escala conjunta final.

El test de independencia, apoyado en el uso de tablas r x ¢ (también llamadas tablas de
contingencia) [47, 48], se basa en el muestreo de una poblacién y posterior encasillado
del resultado de acuerdo con dos “criterios de clasificacion” en diferentes clases dentro
de cada “criterio”. Las filas representan las clases de la variable 1 (1 criterio de
clasificacion) y las columnas representan las clases de la variable 2 (2° criterio de

clasificacion).

Esta técnica permite evaluar la independencia entre parejas de relojes, en tanto que la
técnica del “sombrero de N puntas” lleva al célculo de la matriz de covarianza R,
cuyos términos fuera de la diagonal son estimas de la correlacion existente entre todo el
conjunto de relojes. La primera técnica, no obstante, establece un criterio explicito de
aceptacion o rechazo de la hipotesis, a diferencia de la segunda técnica que se limita a

dar una estima de las citadas correlaciones.

En el caso que nos ocupa, cada muestra constituye un vector aleatorio bidimensional
asociado a determinado instante i, en el que cada componente obedece a la desviacion
normalizada de frecuencia — promediada en un tiempo © — referida a UTC, de los

relojes i—simo y j~simo respectivamente.

En realidad, las muestras deberian estar constituidas por parejas de valores absolutos de
desviacion normalizada de frecuencia, pero esto es impracticable. Al trabajar con datos
de diferencias de fase—tiempo referidos a una escala mucho mas estable que la generada
por cada reloj, las variaciones observadas con el transcurso del tiempo en la desviacion
normalizada de frecuencia referida a UTC podran suplir a las propias de la desviacion

normalizada de frecuencia absoluta del reloj en cuestion sin riesgo de que por ello se

cometa un error considerable.
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Una vez encasillados los datos en la tabla r x ¢, la hipdtesis nula (independencia de
ambos criterios de clasificacion) puede comprobarse por comparacion de cémo se
distribuyen las desviaciones normalizadas de frecuencia en clases de la variable 1 para
cada clase de la variable 2 (o viceversa). Si la distribucién en frecuencias estadisticas de
la variable | se mantiene similar para cada clase de la variable 2, parece 16gico pensar
en la independencia de ambas componentes en el vector aleatorio bidimensional

(independencia de las series de desviaciones normalizadas de frecuencia generadas por
los relojes [, y H ). Si por ¢l contrario, las distribuciones para cada clase de la
variable 2 son suficientemente diferentes, lo razonable seria pensar que la hipotesis de
independencia no se cumple (hipdtesis alternativa). En cualquier caso, el test disefiado

para probar la hipdtesis nula debe ser capaz de evaluar cuantitativamente este hecho y

establecer un criterio concreto para admitir o rechazar la hipétesis.
LLa hipdtesis nula podria expresarse analiticamente del siguiente modo:

(3.59) H,: Py =P P,

Expresion en la que p,; representa la probabilidad de que un resultado pertenezca a la

fila i-sima y columna j-sima, mientras p, y p son las probabilidades de que un

resultado pertenezca a la fila i—sima y columna j—sima respectivamente.

St se cumple la hipotesis nula, la frecuencia estadistica esperada en cada casilla e,

puede obtenerse mediante la siguiente expresion:

R 0,0
(3.60) e, =

n

Siendo o, y o el nimero de resultados que cayeron en la fila i-sima y en la columna j—

sima respectivamente, y # el nimero total de muestras (vectores bidimensionales).

Il problema se reduce a decidir si efectivamente las frecuencias estadisticas esperadas

representan a sus correspondientes observadas o,. Si existe concordancia entre estos
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valores, las desviaciones o, —¢, deben ser pequefias. Si por el contrario, las

desviaciones son elevadas, la hipotesis de independencia debe ser considerada

incorrecta.

Un razonable estadistico del acuerdo entre las distribuciones observadas y esperadas

sera:
yl= A A (3.61)

La hipétesis nula sera rechazada si el valor de este estadistico excede el de ., para
re—1-{r=D)+(c-1]=( ~1)(c-1) grados de libertad, siendo « el nivel de
significancia, es decir, la probabilidad de cometer un error de tipo I (probabilidad de que
cumpliéndose la hipotesis nula, haya sido rechazada por no superar el test), y r y ¢ el

numero de filas y columnas de la tabla de contingencia, es decir: el namero de clases de

las variables 1 y 2 respectivamente.

El nivel de significancia no debe ser excesivamente pequefio, pues afectaria
negativamente sobre la probabilidad de que se cometiera un error tipo II: probabilidad
de que se accpte la hipotesis nula cuando realmente los dos criterios de clasificacion son

dependientes. Los valores usualmente asignados al coeficiente @ son: 0.05 0 0.01.

Para que pueda aplicarse con éxito un test tipo Chi—cuadrado como el que se acaba de

introducir, deben verificarse previamente las siguientes hipotesis:

e las n muestras o vectores aleatorios bi—dimensionales implicados en el test deben
ser independientes.
e las frecuencias estadisticas esperadas deben estar proximas o ser superiores a 5.

e [l numero de casillas de la tabla r x ¢ debe ser igual o mayor de 4.

En la tabla de doble entrada que sigue (Tabla 3.1), aparecen ordenados de mayor a
menor estabilidad los cinco patrones de haz de cesio del Real Instituto y Observatorio

de la Armada en San Fernando que contribuyeron de manera continuada en la
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generacion de la escala UTC durante el periodo comprendido entre los DIM's 50084 y
51724, Los dos primeros digitos indican el tipo de reloj conforme a la codificacion
asignada por la Seccidén de Tiempo del BIPM, los restantes se refieren al nimero de

serie dentro de cada tipo. Los patrones evaluados obedecen a los siguientes codigos y

t1pos.

o |4 HEWLETT — PACKARD 5061A OPT. 4

e l: HEWLETT — PACKARD 50518 OPT. 4

e 5 HEWLETT - PACKARD 5071 A high performance.

A partir de los datos de diferencias de fase—ticmpo respecto de UTC, disponibles a
intervalos dc tiempo de cinco dias (DIM's acabados en 4 y 9), se han deducido las
desviaciones normalizadas de frecuencia promediadas en veinte dias sin efectuar
solapamicnto entre muestras; este intervalo de tiempo es ¢l seleccionado para optimizar
la escala conjunta, por lo que el resultado de aplicar este test adquiere un significativo
interés en el proceso de determinacion de pesos para la media ponderada. Como por otra
parte. el tipo de ruido predominante observado para este intervalo de tiempo es blanco
de frecuencia en todos y cada uno de los cinco relojes, puede concluirse afirmandose
que todas las realizaciones de desviacion normalizada de frecuencia media se

corresponden con ensayos fundamentalmente independientes.

Los valores de desviacion normalizada de frecuencia media correspondientes a cada

parcja de relojes /1, y H, se han distribuido en dos y tres clases respectivamente; las
referidas al primer reloj se han definido del siguiente modo: {(——oo, y/),[y],+w)},
mienttas  las  del segundo Io han hecho como sigue: {(— o,y —0.427 0),
[y ;- 0.427 0,y +0.427 cr), lyj ~04270,+ oo) } La eleccion de las fronteras entre

clascs ha venido condicionada por la necesidad de que las frecuencias estadisticas
espervadas en todas las casillas fueran iguales o superiores a 5; este requisito es uno de
los establecidos anteriormente si se desea aplicar con éxito el test. El nimero de grados

de lihertad es dos, lo que junto a: nivel de significancia seleccionado (a =5%), lleva a

que  yo, esigual a 5.99.
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Cada celda en la tabla refleja el valor y* (3.61) obtenido para cada par de relojes
considerados. La tabla muestra que por lo general, la hipotesis de independencia
siempre es aceptada, a excepcidon de las combinaciones resaltadas con fondo gris para

las que como consecuencia del test se deduce dependencia entre relojes.

35718 14 896 14 1569 31 422
35 583 5.45 482 1.78 1.18 35 583
35718 0.23 0.02 572 35718
14 896 10.61 144 14896
14 1569 042 | 141569
31 422

Tabla 3.1: Test de independencia. x° > 5.99 indica dependencia entre parejas (a=5%).

La aparente dependencia entre los relojes 14 896 y 14 1569 puede ser debida a
diferentes circunstancias: a una apreciable sensibilidad a las condiciones ambientales
(fundamentalmente a la temperatura y humedad relativa) en este modelo de patrones, se
le suma la proximidad con que estaban ubicados ambos equipos (estantes anexos). A
ello hay que afiadir el hecho de que el periodo al que corresponden las lecturas de datos
empleados en este test contiene al Gltimo tercio de vida de los tubos de cesio de los
patrones implicados; durante este periodo cabria esperar el progresivo deterioro en el
comportamiento de estos dos patrones, en cuyo caso el valor observado en la tabla de
contingencia podria ser indicativo de este hecho. En cualquier caso, el modelo HP
5061A de Hewlett Packard ha quedado obsoleto en cuanto a prestaciones, por lo que
conforme alcanzaron el final de la vida del tubo, fueron sustituidos por los nuevos
modelos 5071A de Agilent Techrniologies, que muestran mejor comportamiento que sus

antecesores en todos los aspectos.

Concluiremos consecuentemente con la afirmacién de que la independencia entre
relojes, en los términos expresados a lo largo del apartado, es una hipétesis con
fundamento matematico que justifica el empleo de la expresion (3.6) en el calculo de la

estima de los pesos que intervienen en la escala conjunta.
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3.4. Ponderacion optima en la definicion de una escala de tiempo conjunta

Aun dando por hecho la validez de la hipotesis de independencia entre relojes, la matriz
de covarianza absoluta estimada R siempre serd NO diagonal, pues incluso en el caso
en que R fuera una matriz diagonal, su estima a partir de un numero limitado de
muestras llevaria a valores estimados de ACOV diferentes de cero. La hipdtesis de
independencia entre relojes justificaria, no obstante, la hipdtesis empleada cn la
obtencion de R: minima suma cuadratica de las correlaciones cruzadas. El hecho de
que la hipotesis de independencia sea valida frente al de que la matriz de covarianza
estimada R no sea diagonal, hace suscitar la siguiente cuestién: ;Cuando se obtiene
maxima cstabilidad en la escala conjunta, al emplear los valores estimados de ACOV

absolutos o al prescindir de ¢stos en la determinacion de los pesos?.

LLa cuestion planteada en el parrafo anterior encuentra respuesta en [49]. Las
incertidumbres asociadas a las estimas de ACOV son dificiles de evaluar, aunque en
términos relativos suelen ser mucho mayores que las asociadas a los valores de AVAR,
esto implica un notable riesgo si finalmente se opta por hacer uso de la matriz completa,
tal como se ha puesto de manifiesto en [49]; en este Articulo se evalia mediante
simulacion la estabilidad de una escala de tiempo conjunta constituida por relojes bajo
diferentes condiciones de funcionamiento: predominio de ruido blanco de frecuencia o
predominio de ruido camino aleatorio de frecuencia, y débil o fuerte correlacion

( p, =+0.1y+0.7respectivamente, con p, denotando los coeficientes de correlacion

cruzada entre relojes) entre patrones. Entre otras, las conclusiones que cabe destacar

S0N:

I. 1 os mejores resultados se obtienen cuando los relojes son independientes entre si.
I's muy importante poder tener la certeza de que se verifica la hipdtesis de
independencia entre relojes.

2. Sila correlacion entre pares de relojes es baja, la estabilidad de la escala de tiempo
conjunta apenas s¢ ve afcctada al hacer uso exclusivo de los valores de AVAR

absolutos (diagonal de R).
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Optaremos por hacer uso de esta ultima consideracion, que nos lleva definitivamente al
calculo de los pesos relativos mediante (3.6), en lugar de deducirlos del sistema de
ecuaciones que resulta de la condicion de maxima estabilidad de la escala conjunta

cuando existe correlacion entre relojes:
(3.62)

que hubiera resultado de minimizar la expresion de la varianza para la escala de tiempo

conjunta, esto es:

min [i /ZV: @, d; 1, | =min Zvla”)f‘ v+ 2 Z D, 0, 1, (3.63)

i<j

con la condicion de que:
b, =1 (3.64)

La solucion de (3.62) puede formularse de manera explicita y compacta haciendo uso de

la teoria general de minimos cuadrados aplicada al calculo de los citados pesos:

(I)_

. R
- u,,/.,:_ﬁ;;,‘_ . (3.65)

u

Enla que @ y u representan vectores columna de N términos; el primero constituido
por las estimas de los pesos relativos en tanto el segundo se forma con elementos

unidad.
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Para ¢l caso particular en que R sea una matriz diagonal constituida por los términos 7,
(i=1.2.....,N). la resolucion de la ecuacion (3.65) lleva de nuevo a la conocida

definicion de los pesos relativos en la escala de tiempo conjunta (3.6).

[in etecto. el numerador de (3.65) quedara como:

17,0 0 |1 1A,

0 1A, - 0 |1 1A,

(3.00) R u=| | '2 L =
0 0 Vi (L1] | 1Ay

en tanto que el denominador resulta:

[ 17,
- 1 -1 L7, %1
(3.67) u R u:[l [ IJ -:Z.
j=1 f./’/’

R

La composicion de (3.66) y (3.07) lleva definitivamente a la expresion (3.6).

Si R, denota la matriz que resulta de hacer cero los términos de ACOV en la matriz de

covarianza absoluta R, los pesos relativos de la escala conjunta vendran determinados

por la expresion matricial;

Tal como s¢ demuestra en [49], cuando la correlacidon entre pares de relojes es

verdaderamente baja, los pequefios valores alcanzados por los términos 7, no son

importantes en la definicion de los pesos Optimos al interpretarse como fluctuaciones
estadisticas en torno al valor cero. Esta razdn, unido a la simplicidad y facilidad de
programacién de (3.68), ha llevedo a que sea esta ultima expresion la definitivamente

adoptada en el desarrollo de los algoritmos de realizacion de la escala.
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3.5. Pruebas de evaluacion del algoritmo de estimacion de varianzas absolutas

El algoritmo de estimacién de las varianzas absolutas, desarrollado integramente en
lenguaje MATLAB, ha sido sometido a pruebas de evaluacién de la robustez, exactitud
y tiempo de calculo. Para ello se han definido series de datos simulados, que permiten
disponer de las correspondientes matrices de covarianza “verdaderas”™ R y S. El
algoritmo toma la matriz S como variable de entrada, generando como resultado la
matriz estimada R. De la comparacién de la matriz de covarianza R asociada a los
relojes con la estima R resultante del algoritmo pueden extraerse conclusiones sobre

los diferentes aspectos que se pretenden evaluar.

Como “medida” del acuerdo existente entre estimas y valores “verdaderos”, se han
definido figuras de mérito (FOM) para los términos de varianza (r,) y para los
coeficientes de correlacion cruzada. Las primeras de ellas, que afectan a la diagonal de

las matrices R y R, se definen dzl siguiente modo:

DFOM, =100 x max (3.69)

N~ e
DFOM, =100x T 1 (3.70)

L Wi

\

representando respectivamente el valor maximo y medio (¢ )) de las razones (en valor

absoluto) entre las diferencias de desviaciones de Allan estimadas y “verdaderas”, y las

desviaciones de 4/lan “verdaderas”, expresadas en tanto por ciento.
La figura de mérito que evalta la estima de los términos que estan fuera de la diagonal

de R ha sido definida como la razon entre las sumas cuadraticas de los coeficientes de

correlacion estimados y “verdaderos™:
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Evaluacion de diferentes figuras de mérito en funcion del grado de correlacion entre relojes.

Como primera prueba, se han promediado varias realizaciones aplicadas a conjuntos de

4, 5.6, 7, 8 y 16 relojes con varianzas espaciadas regularmente entre 1 y 10 vy

coeficientes de correlacion entre relojes comprendidos entre 0.1 y 0.7 (en valores

absolutos). Los resultados han sido representados en la figura 3.2, poniendo de

manifiesto lo siguiente:
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o Ante la existencia de correlacion débil (por debajo de 0.2, en valor absoluto), las
FOM  se mantienen inferiores al 20%, mejorando drasticamente en ¢l paso de 4 a
S relojes.

o Conforme aumenta el gradc de correlacion entre relojes, crecen las DFOM
indicativas del error cometido en las estimas de las varianzas. Esto es normal, ya que
ha dejado de cumplirse la hipdtesis de partida en el algoritmo de calculo: minima
suma cuadratica de correlaciones cruzadas.

e la todos los casos, la CFOM es inferior a la unidad, dando idea de que
clectivamente el algoritmo a llevado a una solucion para la que al menos la suma
cuadratica de las estimas de correlaciones cruzadas es menor que la suma cuadratica

de sus correspondientes términos de correlacion “verdaderos”.

DFOM (Jp|=0.1)

[ I . e _
o I
1
|
' |
| |
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2K ‘
O
U,
Q
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s e |
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Ny |
- ‘
© i *"W”'T“ T f R T'_"T__T“ TTTTUUTIOOT !
32 64 96 128

Numero de relojes

Figura 3.3: Evaluacion de figuras de mérito asociadas a las estimas de las desviaciones de Allan, en

tuncion del nimero de relojes.

LLa scgunda prueba ha consistido en determinar, en promedio, el comportamiento de las

DIFOM para diferente numero de relojes, con varianzas espaciadas regularmente entre

Iy i0 v coeficientes de correlacion entre relojes con valor absoluto p, =0.1. La

figura 3.3 muestra el resultado obtenido para esta particular prueba, en la que se pone de

manitiesto como el error maximo ( DFOM,) stempre se mantiene por debajo del 10%,
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en tanto que el error medio ( DFOM,) se estabiliza en torno al 5, independientemente
del nimero de relojes, lo cual implica que las estimas de las desviaciones de Allan se

mantienen muy proximas a los valores “verdaderos” incluso cuando se dispone de un

numero reducido de relojes.

La tercera prueba realizada ha consistido en determinar, en promedio, los tiempos
invertidos en la ejecucion del algoritmo para un numero de relojes variable, resultando
que para el caso extremo de 128 relojes, el tiempo de ejecucion ha sido inferior a 15
minutos aun habiendo sido ejecutado en lenguaje interpretado. Para ello se emple6 un
PC Pentium IT a 500 MHz. con 192 MB de memoria RAM. La figura 3.4 muestra esos

tiempos invertidos en la ejecucion en funcion del namero de relojes empleado.

TIEMPO DE EJECUCION (|p|=0.1)

1x10*

i

NS
S

X

1x10°

A

I

1x102

Tiempo, s

RNy

1x10"

1x10°

R e B S A P T T

1 10 100 1000
Numero de relojes

Figura 3.4: Tiempos de ejecucién, en promedio, en funcion del namero de relojes.

Para poner de manifiesto la mejora alcanzada al incluir un nuevo reloj en el conjunto, se
ha efectuado una cuarta prueba en la que partiendo de la existencia de cuatro buenos

relojes, se efectia la incorporacion de un quinto reloj cuya varianza asociada varfa
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desde un valor similar al de los cuatro restantes relojes hasta tres érdenes por encima de

¢stos. Bl resultado, expuesto en 3.5, supone una mejoria respecto de la situacion anterior

siempre y cuando la varianza del nuevo reloj no sea superior a diez veces la varianza de

los relojes restantes.

o
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Figura 3.5:
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Evaluacion de figuras de mérito asociadas a las estimas de las desviaciones de Allan, para

un conjunto de 5 relojes, con 4 relojes similares y un quinto reloj de estabilidad variable.

[.a rcalizacion de todas estas pruebas, ademas de incidir sobre aquellos aspectos

considerados de interés poniendo de relieve la bondad del algoritmo cn cada caso, han

valido asimismo para testimoniar la robustez del citado algoritmo al haber salido airoso

ante un gran numero de situaciones a las que ha sido sometido.
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Capitulo 4

LA PREDICCION COMO GARANTIA DE CONTINUIDAD
EN LA ESCALA CONJUNTA.

4.1. La escala conjunta y la prediccion

Una de las propiedades mas importantes que debe caracterizar a una escala de tiempo es
su insensibilidad a la variacion de los pesos relativos con que participan los relojes en el
conjunto. La introduccién o extraccion de relojes en el conjunto que integra la escala
puede interpretarse asimismo como una variacion del peso con que cada reloj participa
en la media ponderada. Si la ecuacion para el célculo de la escala de tiempo en cada
instante ¢/ se mantiene tal cual fue expresado en el capitulo anterior (ecuacion (3.1)),
cualquier redistribucidén de pesos producira sin duda discontinuidades en la escala y en
su primera derivada, es decir, se producira “saltos de tiempo y de frecuencia”. Por lo
general, los relojes empleados en la generacién de escalas conjuntas suelen ser patrones
de frecuencia de haz de cesio comerciales, para los que la componente deterministica de
la diferencia de fase—-tiempo respecto de un reloj ideal viene dada por un polinomio de
primer grado, por lo que ante la inclusion o extraccién de un reloj no cabe esperar

discontinuidad en la segunda derivada de la escala (“salto en la variaciéon de

frecuencia”).
El método para compensar el efecto producido por las variaciones de los pesos relativos

en la escala se basa en la introduccion de términos correctores a afiadir a las lecturas

X'(r) en cada instante:

A =Y 0, O+ X (0] 4.1)

Iistos términos deben caracterizarse, entre otras cosas, por no introducir alteracion

alguna sobre la escala cuando los pesos relativos permanecen constantes.
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Definida la variable x' (l) como la diferencia de lectura entre la escala media ponderada

y el reloy i-simo en el instante £ x' (t) = TA([‘)-— ,Y'(t), y sustituyendo en (4.1), se alcanza

la siguiente refacion:

N N

(4.2) Z(o,(t)x’(t): Z(z),(l))?f(l)

i=1 =

Si no hay redistribucion de pesos relativos, el primer miembro de la expresion anterior

es identicamente nulo, debiendo ser nulo el segundo miembro de la ecuacion.

Se supondra que cada elemento X' (f) es un polinomio de primer grado, cuyos términos

corrigen la discontinuidad en tiempo vy en frecuencia respectivamente.

Considérese el intervalo [zO—J",IO] a lo largo del cual no ha habido ninguna
redistribucion de pesos @, para cualquier instante f perteneciente a dicho intervalo

debe verificarse que:

(4.3) > o x'(1)=0

LLa expresion (4.3) pone de manifiesto que la media ponderada de la “distancia” de cada
reloj a la escala 74 es igual a cero, lo que constituye la propia definicion de la media

ponderada.

Delinida la frecuencia instantanea del reloj i-simo en el instante ¢, relativa a la escala
14, como la razén de incrementos entre las diferencias de fase—tiempo relativasa 74 y

la variable temporal 7 en el limite cuando Ar — 0:

g X+ Af)=x(r)
(4.4) y (r)~A}§% Ar T
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La frecuencia media del reloj i—simo, relativa a la escala 74, en el intervalo [to -7 J],

vendrd expresada como la variacion promediada de fase—tiempo x’(r) durante dicho

intervalo:

V' —~T.0)=" (:( _’T")Y) (4.5)

A partir de (4.3) resulta sencilio deducir la siguiente expresion para cualquier 7

perteneciente al intervalo abierto (¢, — T',1):

Z,‘a)i yi(lo —Tat)zzl‘a)i{xi(;)_( ET—)T)j|:O (4.6)

La expresion (4.6) viene a significar que la media ponderada de las frecuencias relativas
de cada reloj respecto de la escala media es igual a cero, lo que equivale a decir que la
frecuencia de la escala media es igual a la media ponderada de las frecuencias de cada

reloj.

Algo similar podria deducirse para la media ponderada de las frecuencias instantaneas

de cada reloj respecto de la escala media, idénticamente nula.

Considérese a continuacion el siguiente intervalo de tiempo [to,ro +T ], para el cual los
pesos relativos han sufrido modificacion, pasando a denotarse como @',. La eleccion de

los coeticientes en cada polinomio X (f) debera ser tal que garantice la continuidad en

tiempo y en frecuencia en la escala media. Esta condicion se expresa analiticamente del

siguiente modo:

lim 74(t) = lim 74(¢ ) = TA(t, );

tty tty

d ! d “4.7)
TA = TA

oA = T
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Expresando X f(t) como:
(4.8) X'()=a,+b,(t—1y).1€lty.t,+T]

Se tendra que la escala 74 es continua en [ = {, si se satisface la primera condicion de

(4.7). es decir, si:

(4.9) S0, X'(0)= 0" X (1) v a |

Una de cuyas soluciones es:
(4.10) @ =x'(t,), i=1...N

Es decir, la correccidn que debe aportar cada término X ’(r) para asegurar la
continuidad de la escala en el instante 7, coincide con la diferencia de fase—tiempo entre

la escala y el reloj i-simo en dicho instante.

En cuanto a la continuidad en frecuencia expresada mediante la segunda condicion de

{4.7). se tiene:

@iy gim Y, Y )= *A’):anm',- e+ )b )= X'
Atepl) Lt Al Aty Smmdi At

Que tleva, entre otras, a la siguiente solucién:

b - Iim ;c’(r() + At)j “L(fo) o1
(412) ! At->0 Al B ’ ’

= y/(lo,t0 + Al)

Lo que significa que el término b, en X’(l) se identifica con la frecuencia del reloj i—

simo referida a la escala 74, promediada entre los instantes 7, y ¢, + Af.
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El término corrector b, puede interpretarse como la correccion en frecuencia necesaria

para compensar la variacion de marcha de la escala a causa de la inclusién de un nuevo

reloj /1, en el conjunto.

Resta comprobar si efectivamente los términos cotrectores no introducen cambios
cuando los pesos relativos permanecen invariables durante un intervalo. Para ello,

supongamos que los pesos relativos en el intervalo [lo,t‘o +7T ] siguen siendo
w,,i=1,..., N . Endicho caso, para r =1,, al ser a, = x'(t,), i=1,..., N, resulta que
Z,-(‘)/ da, :zia), x’(l’o):O y el efecto conjunto de los términos correctores X ’(to) es

nulo.

En cuanto a la primera derivada cle la escala en r=1£, , como b, =y, (to), se tendra que
N, b=1im Y o 4|, + )~ x'(6,) Ar =0, por 1 d derivada a |
o, b, @ 0 o)y At =0, por lo que de nuevo derivada a la

At

izquierda y a la derecha de ¢, coirciden.

Cuando se pretende calcular el valor de la escala conjunta para un instante />,

respetando la continuidad en tiempo y frecuencia de la escala en 7, cada término

corrector viene dado por:

X =x"(t,)+9'(t12,)lr = 1,] (4.13)

El término 9'(¢ | to) representa la frecuencia media estimada del reloj H,, relativa a la
escala T4, en el intervalo [to,t], es decir: b,. Esta frecuencia debe ser estimada a partir

de la informacion disponible hasta el instante ¢,, pues de acuerdo con la definicion de
/ , . . - . .
v (f) este valor permanecera siendo una incognita en tanto no se alcance el instante .

La prediccion de y'(¢): (9'(¢]¢,)) sera objeto de estudio en los préximos apartados.
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4.2. La prediccion en procesos aleatorios.

Por lo general, se denomina “proceso aleatorio (o estocastico)” a toda funciéon y(lv)
dependiente del tiempo (o del espacio), cuyo valor para cada instante ¢ no puede ser
determinado con exactitud, aunque puede asociarsele un rango de valores posibles con
una distribucion de probabilidad asociada que describe la probabilidad relativa de cada
posible valor. Para cada valor individual de 1, y(t) es una ‘“‘variable aleatoria”, ¢

intuitivamente puede pensarse que todo el proceso no es mas que una “funcidn

aleatoria”.

La frecuencia media de cada reloj /. relativa a la escala 74 e integrada durante un

tiempo 7', se¢ comporta como un proceso aleatorio y como tal debe ser tratado cuando se

descu predecir su valor en cierto instante.

Cada uno de los registros de valores observados del proceso y se denomina

“reulizacion”, y a la coleccion de todas las posibles realizaciones se le conoce como

“comunto”.

[n el analisis de series temporales, se parte de un ntimero finito de observaciones

correspondientes a una realizaciéon del proceso aleatorio y(l), que denominaremos

( . : .

W }—' {y(l —-IT)} con / =0.,1,...,k. A partir de estos datos, se intenta deducir tanto
come sc pueda las propiedades de todo el proceso. Una de las herramientas mas
potentes del analisis de series temporales es el analisis espectral, empleado entre otras

cosas en el ajuste de un modelo estadistico y en el problema de prediceion.

Basicamente, el problema de la prediccion puede plantearse de la siguiente manera:

conocidos los valores observados de un proceso aleatorio hasta el instante £, :
{y\: v <o, } . se desea predecir el valor de y, en un instante posterior ¢ (¢ -/, >0). La
prediccion de y(l) viene dada en funcién de las observaciones previas, bajo el criterio
de que el error cuadratico medio Jdel predictor sea minimo. Esta condicion se expresa de

la sipuiente manera:
(4.14) E:El{y(/')—«j/(tlro)}2 J:minimo
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donde el operador £ representa el promedio infinito de todas las realizaciones del

proceso.

El problema consistird en encontrar la expresion para la funcion de las observaciones
conocidas, de tal manera que E sea tan pequefio como fuera posible. Su solucion es

practicamente trivial, y lleva a la media condicional de y,, dados los valores

de {J’y;,s' <t } como mejor estima del predictor. Pero este resultado no es practico

debido a la falta de conocimiento detallado de la estructura probabilistica del proceso,
por lo que descartada esta funcion, se ha optado por recurrir a funciones simples de las
observaciones. En particular, la teoria clasica desarrollada por Wiener y Kolmogorov
[50, 51} se refiere exclusivamente a funciones de tipo lineal. La opcién de tomar una
funcion lineal no es descabellada, pues si el proceso tiene caracter gaussiano, la media

condicional de y, es una funcion lineal de { Yassi } , por lo que en este caso no hay

pérdida de generalidad al restringir la atencion a las funciones lineales.

L1 predictor lineal de y, vendra dado por una expresion de la forma:

eltg)=> aylt, —s) (4.15)

siendo {a.\, } una secuencia de constantes que representan la ponderacion relativa
aplicada a cada valor y, . La eleccion de los coeficientes ¢, se deduce de la condicion
de minimizacidn del error cuadratico medio E, y sus valores se determinan a partir de la

funcion densidad espectral de potencia de {yt} .

4.2.1. Breve apunte sobre el modelo ARIMA

La teorfa clasica de prediccion se refiere a una familia especifica de procesos aleatorios:
la constituida por aquellos en “equilibrio estadistico”, o cuyas propiedades estadisticas
no varian en el tiempo. Estos procesos suelen originarse en sistemas fisicos estables que

han alcanzado una situacion sostenida.
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Ll modelo mas general que ofrece la teoria clasica de la prediccion estd constituido por
la combinacion de los modelos Autoregresivo (4K) y Media movil (MA), de o6rdenes &

y [ respectivamente. Cualquier proceso aleatorio X, serd ARMA(k,1) (Autoregressive

Moving--Average Process) si satisface una ecuacion de la forma:
(4.16) Xo+a, X+ +aq, X, =be +bse_+-+bs,
siendo {&, } un proceso puramerite aleatorio y {a,.....d,.b,,...b,) constantes.

I'l proceso aleatorio y, que describe la desviacion en frecuencia media de un reloj no es

siempre estacionario, pero sus primeras diferencias si lo son, lo que permite aplicar un
particular modelo conocido como ARIMA (Autoregressive Integrated Moving-Average

Process), abordado por primera vez por Box y Jenkins [52] en la década de los setenta.

El modelo ARIMA(k,d,I) se aplica a aquellos procesos cuyas d-simas diferencias

siguen un modeto ARMA(k, ).

De manera aun mas general: cuando se desea predecir la diferencia de fase-tiempo de
cada reloj H, respecto de la escala 74 en el instante r, el modelo a emplear es
un ARIMA de pardmetros k, d y [; con d=2 (segundas diferencias). la
determinacion de los parametros k& y [, asi como la téenica de estimacion de los
pardmetros (al.,..,ak,/JO,...b,), no son objeto de este trabajo de tesis, pero pueden
cncontrarse explicados con suficiente protfundidad en [53]. Los valores parak y /
empleados usualmente en la prediccion de frecuencias son k=0 y [=1

(ARIMA(0,2,1)) [54].

4.2.2. Kl Filtro KALMAN.
De cntre las dos téenicas de prediccidon mas comdnmente empleadas: la basada en ¢l
modelo ARIMA vy la que lo hace en el modelo KALMAN, la segunda es la mas extendida

y de mayor interés de uso al superar en muchos aspectos a la primera.
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El filtro KALMAN fue disefiado criginalmente como un estimador (filtro), para el que el
criterio adoptado en el proceso de estima era la minimizacion del error cuadratico medio
(es una version dindmica de los minimos cuadrados). De este modo, el filtro KALMAN
forma parte de la familia de “mejores” u Optimos estimadores al estar basado en la

minimizacion del citado error [55-57].

[Zste filtro es una herramienta de procesado ideal (Optima), tanto en prediccion como en
cstima, en todos aquellos sistemas fisicos que admiten modelado como procesos
aleatorios estacionarios, es decir, como procesos en los que el mecanismo de generacion
de la sefial aleatoria no varie con el tiempo. El filtro requiere un modelo lineal de la
evolucion temporal del sistema, alguna informacion previa (tal como la estima
precedente u otra medida) y el cenocimiento de la magnitud del ruido superpuesto tanto
al modelo dindmico como al proceso de medida [58]. El algoritmo KALMAN actta

como un {iltro recursivo en el dominio del tiempo.
Cada reloj constituye uno de esos sistemas modelables mediante ¢l filtro KALMAN, por
lo que resulta factible la estima ¢ prediccion Optima de cualquiera de los parametros de

mterés: diferencias de fase~tiempo, frecuencias o derivas de frecuencia.

El sistema fisico a caracterizar se representa mediante el vector de estado X(r) en el

instante 7, y obedece a la ecuacion vectorial, dinamica, de primer orden siguiente:
X(t) = ®(i,1 —7)- X(t — 1)+ W() (4.17)

en la que (I)(l,t—z') y W(t) representan respectivamente la matriz de transicion de
estado del instante (t ~7) al ¢ v el vector de ruido del sistema. El vector W(s) que
gobicrna el proceso recursivo estd constituido por ruido blanco, gaussiano, de media

nula.

Bl vector de estado debe ser extraido del vector de medida afectado de ruido Z(z):

Z(t)=C-X{t)+ V() (4.18)
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En esta ecuacion, C y V(t) representan respectivamente la matriz de observacion,
enlace entre los vectores de observacion y estado del sistema, y el vector de
incertidumbre en la medida, que se representa como un ruido aditivo blanco, gaussiano,

de media nula y completamente incorrelado con el ruido W(r).

Deduccion del modelo de reloj discreto

En el supuesto de que los relojes no muestren deriva de frecuencia, lo cual encuentra
fundamento en patrones como los de haz de cesio (deriva inapreciable) [59], el modelo
de sefial queda reducido a solo dos estados representados mediante x, (t) y X, (t) que
denotan respectivamente las diferencias de fase-tiempo y de frecuencia referidas a la

escala 74. z(l) . por otra parte, constituye la medida de ¥, (t) .

Supondremos que las cantidades anteriores que caracterizan el modelo satisfacen las

siguientes ecuaciones:

xi(t) = x, (1) + lt)
(@19 =0

2{r) =)+ plt)

en las que v ) y p(z‘) denotan respectivamente procesos de ruido del reloj considerado
y de la medida, referidos a la escala 74, y que se caracterizan por ser blancos,

. . . ; . 2 2
gaussianos ¢ independientes entre si, de varianzas dadas por o} y oy .

La resolucion del sistema de ecuaciones (4.19) lleva a la expresion siguiente para la

medida z(¢):
(4.20) Z(t)=a+bi+ p(t)+ )
cuya naturaleza nos resulta familiar, y en la que a = x,(0) y b= x, (0); siendo p() el

ruide blanco de fase de la medida z(r) y a(t) el proceso Wiener obtenido dec la

integracton del ruido blanco de frecuencia (Wiener de fase) U(l ) :
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ot) = J.(: o(x)dx (4.21)

El modelo asume que la diferencia de frecuencia es constante e igual a b = x, (O), con la
diferencia de fase-tiempo obtenida de la suma de la integral de x, (O) y un proceso
Wiener de fase-tiempo (blanco de frecuencia). Este modelo es muy simple, pero a su
vez muy adecuado para los patrones de haz de cesio en el rango de tiempo comprendido
entre un segundo y un dia. El modelo de reloj asi definido asume la posible existencia
de ruidos aditivos no blancos o con memoria; es mas, parte del ruido en el modelo de

x(r) (a(l )) obedece a un proceso no estacionario.

La forma integral de las ecuaciones del sistema en (4.19) es:

x(t)=a+bt+ J.O’ o(x)dx

(4.22)
X, (t) =b

Y la forma discreta de estas ecuaciones y de la ecuacion de observacion para el instante

k , considerado como intervalo de muestreo 7, sera:

xlkl=a+bkr+ J.okr o(x)dx

x, [k]=b (4.23)
olk]= x [k]+ plk]

De las ecuaciones de estado en formato discreto puede deducirse finalmente la matriz de

transicion de estados, para ello observemos lo siguiente:

xz[k+1]::b :xz[k]

x [k +1]= x [+ x, [k]e o | (e (4.24)

kt

= x,[k]+ x,[k] 7 + wk]
en la que se ha efectuado la siguiente sustitucion:
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(4.25) wlk]= IA(M)T

T

v{x)dx

. . { .
que representa el incremento del proceso Wiener a(t) entre los instantes k7 y (k + ])T ,
y que por la propia definicion del proceso Wiener constituye un ruido blanco de

. bl . o} ~e e . .,
varianza o 7, siendo o, el coeficiente de difusion del proceso alt).

Por 1o que la expresion para la citada matriz @ quedara:

f.os restantes vectores y matrices pendientes de definir en (4.17) y (4.18) quedaran

como sigue:

c=[1 ol
(4.27) X[k]=[x k] x[k]]
N[k]=[wl[k] o]

Es ficil redimensionar todos estos vectores v matrices cuando se trata a la vez un
conjunto de N relojes; asi, y recuperando la idea basica de predecir los estados de cada

reloj en el proximo instante de medida. si se representan las versiones discretas de x; (l)

y X, (f) mediante x, [k] Y X, [k] el vector de estado del sistema en ese instante vendra

dado por:

(428) X, o [l = [ K] D] i) e Tl ]

El filtro KALMAN proporcionara tanto la mejor estima del vector X, [k] en el instante
k . que sc denotardn mediante X[k\ k], calculada a partir de las medidas en ese preciso

instante y de la estima en el instante anterior X[k ~1ik —1], como la mejor prediccidon
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para el instante (k +]), que se designaran mediante X[k +1 k], a partir de las medidas

actuales y de la ultima prediccion efectuada X[k{ k- 1].

En la practica, los términos impares constituyen la mejor estima de X [(t) en (4.1).

Estos términos, que representan las predicciones de las diferencias de fase—tiempo

respecto de la escala media, involucran la Gltima estima de x' y la prediccién de ¥' en

el instante siguiente.

La matriz de transiciéon @ completa, del estado k£ —1 al k£ sera:

(4.29)

El vector ruido del sistema W[k], y su matriz de covarianza Q[k], se denotaran

respectivamente mediante:

W lk]=[wk] 0w 0 wfic] 0]

Q,nan [k] =
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2

b

(k+)r . i X .
u’(x)dx el incremento del proceso Wiener con varianza r[o*{ ]

siendo w}'[k]: J
kr
cuya funcion integrando o' (l ) representa el ruido blanco de frecuencia del reloj i—simo

referido a la escala TA.

Se ha supuesto que la pareja de estados {x{ [k],x; [k]} correspondientes a cada reloj i
simo es independiente de las correspondientes a los relojes restantes. Esto no es del todo
cierto, ya que se esta empleando la escala conjunta 74 como referencia para todos los
rclojes, st bien cuando se dispone de un numero suficientemente elevado de relojes el

grado de correlacion entre ellos serd bajo, pudiendo obviarse en primera aproximacion.

La matriz de observacion C que vincula los vectores de observacion y de estado del

sistema sera:

1 0 0 0 0 0

) 0010 0 0
(4.31) CNXZN o=

0 0 0 06 1 0

y el vector ruido en la medida V[k], y su matriz de covarianza R[k], vendran dados

por:
Vaalkl= (o' (] o8} o W]
\ (f(')]2 0
(4.32) R 0 [aj]z
B

Ecuaciones del filtro KALMAN
El conjunto de ecuaciones muatriciales y vectoriales que representa el predictor
KALMAN vectorial para el modelo introducido mediante (4.17) y (4.18), una vez

sometido al proceso de discretizacion temporal, es el siguiente:
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Ecuacion del predictor:

X[k +11k]=®- X[k | k-1]+G[k]- (z[k]-C- X[k | k—1]) (4.33)

En esta ecuacion, el primer término ®- X[k Lk —1] representa la mejor prediccion de
Xv[k +1 1/(] sin informacion adicional, que resulta estar basada exclusivamente en las

estimas previas. El segundo término es un término correctivo que depende de la
diferencia entre la ualtima medida y la dltima prediccion de la medida:

2k |k -1]=C-X]k | k- 1], con un factor de ganancia Glk| variable:

Gananciu del predictor:

Glk]=®-Plk| k-1]-C"-(C-Plk| k~1]-C" +R[K])" (4.34)

con P[k |k~ 1] denotando al error de prediccion cuadratico medio minimizado mediante

el presente algoritmo.

Error cuadratico medio del predictor:

Plk+11k]= E[ X[k +1]- X[k +11 k] ]’ (4.35)
=(® -Glk]-C)-Plk | k -1]- ®" + Q[«]
El algoritmo presentado no requiere el almacenamiento de los datos medidos. Basta con
el almacenamiento de la Gltima prediccion X[k | —1] y el conocimiento del modelo

fisico (@ y C) y de la estadistica de los procesos aleatorios (Q y R).

Este algoritmo, por otra parte, solo necesita una estima de X[O | O] y de su matriz de

covarianza P[0]0] como condiciones iniciales.

Ciclo basico de cilculo
Supdngase que se ha estimado Xl:k | k] para algiin instante k, y que se desea predecir el

valor X[k +l{k] conocida la medida Z[k]. Ambos vectores estan relacionados de la

siguiente manera:
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(4.36) X[k +11k]=®- X[k k]

Estimado el vector X[k+1]k], el ciclo basico de calculo a seguir para predecir

X[k +21k +1] es el siguiente:

1) La estima X[k+1|k] se premultiplica por C, susirayéndose a continuacion del
ultimo vector de medida obtenido (Z[k + 1]). De este modo se obtiene el residuo (o
error) medido E[k +1].

i) Ll residuo se premultiplica por la ganancia del predictor (G[k + l]), sumandose a
continuacion a la estima X[k +1] k] premuitiplicada por Ia matriz de transicion @,
lo que lleva a la prediccion de X[k +2]: X[k +21k +1].

i) El valor X[k +2\k+1] queda almacenado hasta la realizacion de la siguiente

medida, en cuyo momento puede iniciarse un nuevo ciclo.

Para miciar el algoritmo de prediccion, puede asumirse que el valor inicial del vector de
estado es X[O] =0,,,,, en cuyo caso es X[i iO]z ®-X[0]=0,,,,. Conocido Z[l] se

comenzaran a aplicar los diferentes pasos del ciclo basico anteriormente introducido.

El filtro. en definitiva, actiia a modo de “predictor—corrector”, es decir: la mejor estima

de la scial para el instante futuro se deduce al sumar a la primera aproximacion de la

prediccion ( @- X[k |k — 1]) el término correctivo G[k]~ E[k]

Ejemplo sobre datos simulados

A modo de ejemplo de como funciona el filtro, se ha simulado la serie de lecturas de
diferencias de fase-tiempo entre dos relojes (expresada en nanosegundos), tomadas a
intervalos de un dia, afectada de un ruido blanco de frecuencia, gaussiano, de media

nula y caracterizada por tener una desviacion de Allan de o, (r =1 d): 110" =8.64

ns/d. A la serie resultante se le ha afiadido un ruido blanco de fase, gaussiano, de media

nula y de desviacion en el tiempo o (r =1d) =0, =0.2ns, que simula el ruido aditivo
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introducido por el sistema de medida. La serie final representa la medida en cada

mstante k.

Conforme a lo explicado en el apartado anterior , si se asume que el valor inicial del
vector de estado es X[0]=0.,, el vector predictor en el instante inicial sera:
X[] | 0]:(D- X[O]z 0,.,. Este vector, junto a la primera lectura de la scrie simulada,
permite “lanzar” el filtro haciendo uso de las ecuaciones (4.33) a (4.35), resultando de
ello el grafico siguiente, en el que se han representado las primeras componentes
(diferencias de fase—tiempo) del vector de estado (no afectado del ruido del sistema de
medida) y del vector predictor KALMAN.

SIMULACION DE FILTRO KALMAN
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Figura 4.1: Predictor KALMAN aplicado a datos simulados, afectados de ruido blanco de frecuencia y de

ruido aditivo blanco de fase introducido por el sistema de medida.

En la tabla 4.1 se exponen los primeros valores que han alcanzado las variables de
mayor interés en el proceso. Cabe destacar la rapidez con que se estabiliza la ganancia,

pues si tenemos en cuenta su valor asintdtico para una serie simulada de 10000 lecturas
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de diferencias de fase-tiempo: G, =0.9996 y (7, =0.0001d", transcurridas las diez
primeras iteraciones se han alcanzado valores bastante proximos a éstos. Otra cuestion a
resaltar cs el error cuadratico medio obtenido en la prediccion, en particular el
correspondiente a la fase—tiempo, cuyo valor asintético extraido de la raiz cuadrada de
7, es 8.674 ns., y que en las primeras diez iteraciones ha alcanzado un valor de 9.060
ns. Todas las referencias a fases—tiempo, a excepcion de la ganancia del predictor, estan

cxpresadas en nanosegundos; en tanto las referencias a frecuencias, con la misma

. (-1
excepcion, lo hacen en nanosegundos-dia™.

Valores verdaderos Predicciones Errors:s en la (;anam':m.(,ie a
prediccion prediccion
Fase Frecuencia  Observacion Iase Precuencia Fase Frecuencia Fase Frecuencia
1=k ’\ﬂl(t) “E(t) :(l) ,\“\(tl;f~l) ﬁz(tlfwl) p”(l) Pzz(t) Gl([) Gz(’)
0 11.237 0 11.150 0 0 150.427 75.193 1.499 0.500
I 13.562 2.325 13.229 16.719 3.372 [12.890 37.617 1.333 0.333
2 12.222 -1.340 12.247 17.639 4.409 100.333 25.073 1.249 0.250
3 12.518 0.295 12.575 15311 3.061 94.057 18.803 1.199 .200
4 21.082 8.565 20.853 15.091 2.514 90.291 15.042 1.166 0.167
3 9.317 -11.766 9.555 24325 3.474 87.781 12.534 1.142 0.143
6 17.777 8.460 18.015 10.927 1.365 85.988 10.744 1.124 0.125
7 10.119 -7.658 10.112 20.262 2.251 84.644 9.400 1.111 O.1H
8 7.042 -3.077 7.107 11.240 1.124 83.598 8.356 1.099 0.100
Y 5.808 -1.234 5.843 7.820 0.710 82.762 7.520 1.090 0.091
10 -3.567 -11.375 -5.604 6.374 0.531 82.077 6.836 1.083 0.083

Tabla 4.1: Predictor KALMAN aplicado a datos simulados, afectados de ruido blanco de frecuencia y de
ruido aditivo blanco de fase introducido por el sistema de medida.

4.2.3. Reflexiones a tener presentes en la eleccion del predictor.
El trasfondo fisico del modelo dinamico introducido con el filtro KALMAN cs
perfectamente consistente con el modelo universalmente aceptado de ley de potencias

[60]. Uno es en el dominio del tiempo lo que el otro en el dominio de la frecuencia.

Mientras el modelo 4RIMA busca la extrapolacion a partir de un punto inicial {ijo,
provocando ¢l constante aumento del error conforme transcurre el tiempo, el filtro
KALMAN mantiene controlado el error de extrapolacion al actualizar el punto de partida

en cada ciclo basico.

Bl filtro KALMAN es, en definitiva, mejor eleccion que el modelo ARIMA ya que

mientras las ecuaciones de estado del primero se deducen del propio modelo dindmico
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gue caracteriza el sistema, el segundo obedece meramente a un modelo de funcion
aproximante, que prescinde de las caracteristicas fisicas de los datos procesados,
teniendo mayor campo de aplicacion aunque en ocasiones pueda provocar resultados

poco adecuados.

De los parrafos precedentes podria desprenderse algo mas que la idoneidad del filtro
KALMAN. La realidad es que este filtro es extremadamente util, pero incompleto, ya
que el modelo de sefial no ha considerado la inclusion del ruido flicker (de fase —F PM—
y de frecuencia —F FM-). Estas modulaciones de ruido han sido tradicionalmente las
mas dificiles de caracterizar; hoy dia existen modelos para ambos tipos de ruidos,

aunque ninguno definitivo.
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Capitulo 5

DISCIPLINADO DE UNA ESCALA DE TIEMPO.

5.1. Necesidad de predecir UTC(ROA) en el algoritmo de disciplinado

Una vez obtenida una escala de tiempo conjunta fiable y de estabilidad optima, se esta
en condiciones de afrontar la tarea final de gobernar la escala para dotar a la resultante
(UTC(k)) del suficiente grado de conformidad o concordancia con el Tiempo Universal
Coordinado. Esto no es tarea facil, puesto que el particular modo de realizarse UTC,
esencialmente para alcanzar una estabilidad 6ptima a largo plazo y gran fiabilidad, ha

supuesto que el acceso a ésta sea diferido.

Peridédicamente, la Seccidn de Tiempo del BIPM publica en su Circular T los valores
calculados de diferencias de fase—tiempo entre UTC y UTC(k). Estos datos se refiercn a
las 0 h de los dias julianos modificados acabados en 4 6 9 y comprendidos en el mes

anterior al de la publicacion. La fecha de publicacién suele oscilar entre el dia 15 y 25

de cada mes.

El retardo de acceso a la escala UTC supone un nuevo inconveniente, solo franqueable
con la adecuada prediccion de lo que estda por ocurrir en cada periodo entre

moditicaciones intencionadas en la marcha de la escala.

5.2.  Prediccion de UTC(ROA) entre instantes de disciplinado

Bastara con retomar al apartado 4.2, referente a la prediccion de procesos aleatorios
“estacionarios”, para recordar el significado y definicién del predictor lineal.
Precisamente se hara uso de un predictor de este tipo como paso previo al disciplinado
de la escala, para poder garantizar la cancelacion de la diferencia o “error” de fase—

tiempo entre ambas escalas en el instante de aplicacion del préximo disciplinado.
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Todos estos tiempos e intervalos de tiempo se expresan en dias.

Si se tiene en cuenta que la informacidn relativa a UTC se conoce a intervalos regulares
de 7 =>5dias, serd practico denotar cada etiqueta de datado de las lecturas UTC-
UTC(ROA) mediante ¢, =k 7, con ¢, expresado en dias (a 0 h) y & representando un

nimero entero positivo.

El resultado de la prediccion de X, gory =UTC-UTC(ROA) en el instante ¢

post. disc.

dependera de la eleccion de la constante de tiempo 7 =x7 en el predictor de tipo

media mévil de dos puntos que se va a emplear. El valor 7 (6 x ) debe ser elegido de

modo que el predictor lineal resulte dptimo.

Fijado el intervalo de tiempo para la media movil 7', atin debe mantenerse la precaucién

de aplicar el predictor sobre las lecturas x;;.gor, Una vez deshecho el efecto del
disciplinado; de este modo, los nuevos datos designados como ;. zoa, recuperaran las

caracteristicas de la serie TAI-TA(ROA): estacionariedad en las segundas diferencias y
error en la prediceion de caracter estacionario al aplicar un predictor lineal. El proceso

Xcmon €8 de caracter fuertemente evolucionista debido al continuo cambio de los

parametros de gobierno de mes en mes.

Conocidos los datos x;;.os)» €ditados en la Circular T hasta el instante ¢, (en unidades

de nanosegundos) y denotando las fechas de los ultimos disciplinados efectuados

mediante £, ..., SI S€ expresa la correccion introducida en cada fecha mediante

Zurewony Qaisent ) & 7C(ROA) (Y4ise-2)- - (en unidades de ns/d), se tendra que:

i1 (ROA) [’”] = X ROA) [m] N =y
e mon [m] = Xurcmoa) [ml-— gU’l‘(?(ROA)([disc.-l) ‘ ([disc.-l - tm)’ Lisor ST, <gise
Uy ROAY [m] = Xu10 (ROA) [ml“ Eurcron) (Lgisen) - ([discfl - tm)~ - (5.2)

- g(/’['(T(ROA) (tdisc.-Z) ’ ( tdisc.-Z - [m )’ tdisc,-} < tm < tdisc.—Z
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Estas correcciones en sentido regresivo deben deshacer el efecto de disciplinado que se

ha ido acumulando si se desea recuperar el proceso .o, hasta el instante ;.

El predictor lineal aplicado a este nuevo proceso se hace 6ptimo para un intervalo de
tiempo de la media mévil 7 en el que el ruido predominante de las lecturas de
diferencias de fase-tiempo entre las escalas TAI y TA(ROA), o entre UTC vy
UTC(ROA) sin disciplinar, sea flicker de fondo (maxima estabilidad en frecuencia). El
valor de 7' se determinard experimentalmente en ¢l proximo apartado, a partir de las
lecturas reales de diferencias entre las escalas TAI y T4A(ROA).

Una vez establecido 7', la prediceion de x,;,0a €n el instante ¢ vendra dada

post.disc.

por:

T (ROA)
prediccitn (

(5.3) Xee roay ([post.disc.) = xU’/'(f(ROA)([i) + - Uprremoay (t,)— Ui @on) (fi) )

U1C(ROA ;
= Xurcroa) () +T £ v, T)

prediccion

Y partiendo de esta expresion, la estima de la correccion a aplicar a la marcha de

Xyremoay €N €l instante £y - para que alcance un valor nulo en el instante 1 se

post.disc.

expresard mediante:

1 UIC RO ;
(54 e rony Laise) =~ (xm'(,‘(ROA) (1) + ];)redic(ciénA) y(:.T) )

disc.

5.3.  Estima del error cometido en la prediccion
En el supuesto de que los intervalos de tiempo de la media movil y de la prediccion

fueran coincidentes (7" =T ., ), 1a teoria de la prediccion optima y la estadistica

asociada a procesos aleatorios en el dominio del tiempo permiten definir el error
cuadratico medio cometido en la prediccion en cierto instante /+7 a partir del

concepto de varianza de Allan introducido en 2.3.2.

12 Estima del error cometido en la prediccion




Si x(1 +7) se expresa en funcion del valor del proceso en el instante previo x(¢), y del

parametro media moévil (o cociente incremental) de x entre los instantes =7y ¢:

v(£,T), se tendra que:
x(t+T)=x(0)+T-y(t,T)+5(,T) (5.5)

Ante procesos cuyas segundas d:ferencias tienen caracter estacionario, la varianza de
Allan converge, erigiéndose en la herramienta de mayor interés en la caracterizacion de
procesos aleatorios en el dominio del tiempo. Si se cumple la hipotesis de

estacionariedad antes citada, se tendra que &(,7)=x(t+T)—2(+T), con valor

esperado igual a cero y valor rms (raiz cuadrada de la media cuadratica) dado por:

e(t,7)=2(T)= E[{é(t T) }5] = /2CTo,(T) (5.6)

Expresion en la que C denota la constante de conversion de dias a nanosegundos, de

valor 8.64 x 10" ns/dia.

El predictor lineal asi definido depende tinicamente del intervalo de tiempo de la media
movil 7', y a pesar de su simplicidad se ha demostrado que es un buen predictor en
aquellos procesos afectados de ruidos de tipo blanco, flicker y camino aleatorio de
frecuencia. En concreto, la razén de errores rms entre este modelo y el predictor éptimo

[61] en procesos con predominio de ruido blanco o camino aleatorio de frecuencia es de
2 ~1.41; esta relacion disminuye significativamente cuando el tipo de ruido
predominante es flicker de frecuencia ( \\""'2‘1';2 ~1.18), en cuyo caso el predictor lineal

es cuasi Optimo [62].

El predictor lineal sera mejorable si se va mas alla del caso simple introducido en los

parratos anteriores, en el que T =T

prediceion °

En un caso mdas general en el que 7'y

T eaeion PUeden ser diferentes, x(¢+7 ;..o ) Puede expresarse en funcion del valor del

proceso en el instante previo x(¢), y del pardmetro media movil (o cociente

incremental) de x entre los instantes t -7 y ¢: y(t,T):
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(57) X(l + Z}l‘e(liccién) = X(Z) + T;wediccién ’ y(t’ T) + 5(r T 71 )

>+ prediceién 2

siendo (5'(/ T T ) el error cometido en la prediccidn:

2 % prediceion »

T edcis
(58) (S(l‘ Ylntdicciéu ? T ): {X(l' + Yl)l'edicci()n) - X(t) }_ ch(;cgml { X(t) - )C(t - T) }

cuyo valor rms no puede ser expresado en funcion de la varianza de Allan, 1o cual no
impide que se haga uso de la generalizacion asi definida para determinar el valor 7' que
hace oOptimo el predictor lineal generalizado (minimo el error cuadratico medio
ST oo T )= T e T )

Hay que significar, llegado este momento, que: 1) cualquier mejora respecto del
predictor lineal simple implica una mayor aproximacion al predictor dptimo, y que: 2)
se ha prescindido del empleo directo del predictor éptimo [61] ya que presupone el
conocimiento de las componentss deterministicas o sistematicas que pudieran estar
presentes en el proceso (frecuencia constante diferente de la nominal y, en menor
medida, deriva lineal de frecuencia), de modo que el error rms en la prediccion debe ser
interpretado como la incertidumbre rms asociada al valor que resulta de extrapolar el

proceso x(/), conforme al modelo deterministico, hasta el instante 7+ T

prediccidn *

La

generalizacion del predictor lineal, en cambio, actia sobre el proceso “completo” x(/).

Para determinar el valor de 7', se ha hecho uso de las lecturas de diferencias de fasc—
tiempo entre el TAI y Ja nueva escala TA(ROA) disponibles hasta la fecha. Con estos

valores reales, se han promediadc los errores & (t,T

- prediceion °

T ) para diferentes valores de

I, tomando como intervalo de tiempo de prediccion = +T

prediccidn Tretardo disc.

=25

+30=- 55 dias. Il resultado se muestra en la figura 5.2:
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Figura 5.2: Estima del valor rms del error obtenido en la predicciéon de TAI-TA(ROA), en funcién del

mtervalo de tiempo de la media movil 7, para un intervalo de tiempo de prediccion 7 egiccion
de 55 dias.

Aunque este parametro se ha basado en un nimero limitado de muestras de TAI-
T'4A(ROA). se adoptara provisionalmente hasta que se disponga de un nimero suficiente
de datos que permitan fijar el valor definitivo. No obstante parece claro que el valor
final a adoptar se localizard en el rango comprendido entre 50 y 65 dias. Por lo pronto,
se ha adoptado como valor provisional 7' =55 dias, lo que lleva a retomar el caso mas

simple de predictor lineal tipo media movil de dos puntos, enel que 7' =T ;. o, = 55.
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“Lo unico que realmente nos pertenece es el tiempo,

incluso aquél que no tiene otra cosa cuenta con €s0”

GRACIAN, Baliasar







Capitulo 6

REALIZACIONES DE ESCALAS DE TIEMPO
DE INTERES EN EL AMBITO INTERNACIONAL.

il desarrollo de los primeros algoritmos encaminados a la realizaciéon de escalas de
tiempo datan aproximadamente de la misma €época en que se construyeron los primeros
patrones atomicos: mediados del siglo XX. Ambos aspectos contindan en evolucién
paralela, pues se complementan a la perfeccion cuando participan en la generacion de
una escala. Asi, cuando la ingenieria encuentra limitaciones para mejorar la
caracteristica de fiabilidad, estabilidad, exactitud, etc. de los relojes, un adecuado
tratamiento sofiware de los datos suministrados por el reloj (o relojes) puede permitir

mejorar cualquier caracteristica o cualidad de la escala de tiempo a realizar.

En la actualidad existen alrededor de una veintena de realizaciones de escala de tiempo
atomico independientes, denominadas TA(k), siendo k el acronimo del laboratorio que
la realiza. Cada una de estas realizaciones emplean algoritmos que atienden a las

necesidades del propio laboratorio y a la disponibilidad de relojes.

En muchas ocasiones resulta complicado identificar las diferentes caracteristicas de
determinada realizacion, y ello se debe a que la publicaciéon de informacion acerca de

estos algoritmos suele ser escasa o nula.

Todas estas rcalizaciones pueden parecer mas o menos diferentes, pero gran parte de
ellas se basan en idénticas hipoétesis y mantienen muchos elementos estructurales en

comun. Veamos a continuacion los aspectos fundamentales de algunas de estas escalas.

6.1. El algoritmo del TAI (BIPM)
L.a escala de tiempo TAI es una referencia internacional para ¢l datado de eventos,

cuyas principales cualidades son la estabilidad a largo plazo y la fiabilidad. Para ello, el
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TAI sc basa en la contribucién de alrededor de 220 patrones de haz de cesio
comerciales, unos 50 méseres de hidréogeno y algunos patrones primarios de laboratorio
de huz de cesio y de “fuente” de cesio, todos ellos distribuidos entre unos cincuenta
laboratorios situados en diferentes partes del mundo y enlazados mediante una red que

permite cl intercambio preciso de datos de tiempo.

Aunque la rcalizacion del TAI se basa en medidas tomadas cada cinco dias (dias
julianos modificados acabados en 4 6 9), la estabilidad a largo plazo se alcanza
mediante un algoritmo iterativo denominado ALGOS, que actia sobre el conjunto de

datos correspondientes a un mes. El TAI es por tanto una escala diferida o de acceso

retardado.

tiste algoritmo fue originalmente concebido y puesto en practica por el Burd
Internacional de la Hora en el afio 1973 [63], siendo empleado hoy dia con algunas

modificaciones por la Seccion de Tiempo del Bur6 Internacional de Pesas y Medidas.

l.a generacion del TAT tiene lugar en dos etapas. Inicialmente se calcula lo que se
conoce como Escala Atdmica Libre (£A4L): escala constituida por la media ponderada de
todas las lecturas de los relojes, y cuyos pesos son tales que se optimiza la estabilidad a
largo plazo [64, 65]. Posteriormente se obtiene el TAI como resultado de corregir la
frecuencia de la EAL de manera que exista concordancia con la de los patrones
primarios de laboratorio, previamente corregida por los efectos conocidos (relatividad
general, radiacion del cuerpo negro, etc.), garantizando con ello la cexactitud de la
escala. Las correcciones en frecuencia, de magnitud similar a la de la inestabilidad de la

EAL. se han mantenido en los ultimos afios en torno a 1-107" en valor relativo.

El calenlo definitivo de la EAL se publica doce veces al afio. Promediando los valores
de frecuencia cada 30 dias se consigue suavizar el ruido propio de los enlaces remotos
para transferencia de tiempo, asi como la modulacion blanca de frecuencia de los

propios relojes.
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LLos datos necesarios en la EAL son las diferencias de lecturas x, (t) entre relojes,

tomadas cada 5 dias. Estos observables se definen como las diferencias de fase—tiempo,

para cl instante ¢, entre el reloj j—simo y el i-simo:
x, (1) = h; (1) = h(1) (6.1)

El algoritmo se ejecuta todos los meses, proporcionando como resultado las diferencias
de fase-tiempo x,.(t) entre la escala E4AL y el reloj i—simo, para cada uno de los

instantes 7 incluidos en el mes que esta siendo sometido al célculo:

-

z:ro-an, n=0,1,2,3,4,5,6 (6.2)

expresion en la que 7' son 30 dias, siendo #, el ultimo dia del intervalo mensual
anterior. Para mantenerse en fase con el calendario, a veces se establece el valor 7' =35,
en cuyo caso n varia entre 0y 7.
Las diferencias de fase-tiempo x,(¢) se expresan del siguiente modo:

x,(t) = EAL(t) — h(t) (6.3)

siendo 7,(¢) la lectura del reloj i—simo.

LLa definicion de la EAL es andloga a la introducida en (4.1), y suele representarse como:

EALD =Y 0,0, (0) + by (0] (6.4)

i=1

donde w,(f) denota el peso relativo atribuido al reloj /—simo, hi'(t) es la correccion a

aplicar para asegurar la continuidad en tiempo y frecuencia de la escala cuando hay

redistribucion de pesos, y N es el numero de relojes.
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A partir de las definiciones previas, se obtiene el sistema:

(6.5) 2: o,x,(t)= gw, h'(7)
Xjj (t) =X, (T)-— X, (t)

Las medidas de diferencias de fase-tiempo x, (r) se toman de manera que no sean

redundantes, de modo que N relojes producen N —1 ecuaciones en diferencias. De este
modo (6.5) representa un sistema de N ecuaciones con N incdgnitas: las diferencias

de fase—tiempo x,{f).

A la pendiente de la recta de regresidn sobre los valores x, (rﬂ +nT/6),con n=0,...,6,
se l¢ denomina Irecuencia B, (/1J + T) del reloj i—simo, relativa a la FAL, para el
intervalo [z,.1, + T].

El té¢rmino correctivo hi'([) para ¢l reloj i-simo se compone de dos términos:

(()6) hl‘(l) = al (10)+ Bip ) (t - t(l)

siendo «,(1,) la diferencia de fase—tiempo entre la EAL vy el reloj i~simo en el instante

1y, s decir:
(0.7) ai([()‘): EAL(’O)"’ h,(lo):xi(lo)

B, (/) la frecuencia del reloj i—simo, relativa a la £4L. predicha para el periodo [ro,/], y

(1=1,)=nT/6 con n=0,....6.

La prediccion de frecuencia B, (r) se mantiene constante durante todo el mes [¢,,1, + 7],

v es igual a la frecuencia B, (t()) calculada en el mes precedente [t‘o - T,to]:
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B,./)([):B,.(to) para t:t0+n§, n=0,..,6 (6.8)

ello se deriva de la hipotesis razonadamente asumida que el ruido predominante para
intervalos de observacion de T = 30dias es camino aleatorio de frecuencia, siendo la

mejor prediccion de frecuencia la precedente.

Los pesos o, (l‘) vienen dados por la condicidén de optimizar la estabilidad a largo plazo

de la EAL, en particular, de minimizar las fluctuaciones de caracter determinista tales
como la deriva lineal de frecuencia o el ruido estacional. Con tal fin, se observan las
frecucencias de cada reloj durante un afio, de modo que la determinacion del peso toma
en cuenta ¢l comportamiento del reloj durante el mes actual, segin un proceso iterativo

con cuatro iteraciones, conforme a los siguientes pasos:

1) Il sistema (6.5) se resuelve empleando para la primera iteracion los pesos del mes
anterior. En sucesivas iteraciones se emplean los pesos obtenidos en la anterior

iteracion.
ii) A partir de los resultados x.(f) se estiman las frecuencias B,(f, + T ) relativas al
mes en consideracion.

iify Con la frecuencia B,(f,+T) y la de los once meses precedentes se calcula la
varianza muestral o/ (12,T ) asociada a cada reloj.

iv) Se calcula el peso relativo del reloj i-simo con cardcter provisional, segin la

siguiente expresion:

f 2
w,'= 170,7(172,T ) (6.9)

N .
> 1c/(12,T)
i=1

v) Ll nuevo peso w, serd igual al valor o, excepto en dos casos:
a) Cuando el reloj i—simo satistaga el conjunto de requisitos para la limitacion de
peso de modo que no pueda contribuir plenamente como corresponde por su
estabilidad. Esta primera condicion establece el limite superior de peso

estadisticamente necesario para hacer que la escala de tiempo se confie a los
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mejores relojes del conjunto, evitando dar un papel predominante a uno de
cllos. El concepto de peso limite estd ligado al de fiabilidad de la escala.

b)  Si el reloj i-simo mostrd comportamiento andémalo, en cuyo caso el peso @, se

hace igual a cero. Esta segunda condicion protege la escala frente a cambios
bruscos de frecuencia eri algtn reloj, lo que originaria una prediccion erronea

de frecuencia. Este concepto enlaza con el requisito de estabilidad.

L1 limite superior de pesos en el calculo de la 4L es un valor relativo @,,,, = 4/N . en

el quo /1 es una constante empirica establecida en 2.5 desde enero de 2002,y N es el
numero total de relojes que contribuyen en la realizacion del TAIL Tanto la imposicion
de la condicion de peso limite, como la deteccion de comportamientos andmalos, se
llevan a cabo en sendos comjuntos de sub-iteraciones que forman parte de cada una de

las iteraciones del proceso general de célculo previamente descrito.

Ll primer conjunto de sub—iteraciones se inicia con los pesos temporales o," calculados

en (6.9). y finaliza cuando tras ur ciclo de recorte de peso y normalizacion, ningin otro

relo) alcance o supere el peso limite.

Habra un determinado reloj que sea el Gltimo en alcanzar el peso limite m,,,, . Uste
reloj es ¢l menos cstable de entre aquellos que alcanzaron @, . y la varianza que
caracteriza su estabilidad, o (12,T), se erigird en el limite establecido para los relojes
que alcanzaron el peso maximo: or,fMN . Este valor juega un papel fundamental en la
deteccion de comportamientos anomalos en relojes, pues calculada la media B, y

N a4 . - o . -
varianza s, (11,7) de las frecuencias del reloj i—simo durante los once meses anteriores,

en ¢l supuesto de que el ruido predominante sea camino aleatorio de frecuencia, la

varianza de doce muestras s, (12, I') puede estimarse con

(6.10) s](12,7)=(1211)s2(11,7)

con la condicidn:
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sis}(12,7) < o entonces s2(12,T) = oy (6.11)

Se considera superado el limite de exclusion del reloj i-simo cuando, sobre ¢l intervalo

de caleulo [t,.1, + T, es

B, +T)-B, _, (6.12)
s,(12,T)

Si la variacion de frecuencia B, (lO + T) supera el limite el reloj i—simo adquiere el peso
cero, volviendo a formar parte de la escala conjunta en el proximo mes pero con un peso

bajo. El propio proceso de porderaciéon mantiene memoria del salto de frecuencia

detectado durante el periodo de un afio.

Este procedimiento iterativo sobrz un conjunto de siete datos consecutivos separados en
intervalos de cinco dias produce una escala de tiempo retardada y calculada a posteriori,
que opera en pasos de un mes de duracion, con estimacion adaptiva de los pesos de los

relojes que contribuyen a la escala.

Una vez optimizada la estabilidad, la exactitud del TAI se caracteriza mediante dos
numeros que indican la diferencia d entre la duracidn de la unidad de TAT y el segundo
del Sistema Internacional de unidades, tal cual resulta de un patron de frecuencia
primario sobre el geoide en rotacion, y su incertidumbre relativa o . Estos numeros
pueden estimarse individualmente, por comparaciéon con un patréon de frecuencia
primario, o de manera global para todos los intervalos de calculo del TAI, conforme al
método descrito en [66], empleando todas las medidas disponibles de los patrones de

frecuencia mas exactos una vez corregidos por el desplazamiento de frecuencia de

radiacion del cuerpo negro.

6.2. El algoritmo del AT1 (NIST)

lLa escala AT1, mantenida por el National Institute of Standards and Technology
(Boulder, CO, EE.UU), esta gencrada en tiempo cuasi real, inmediatamente después de
cada proceso de medida (actuaimente 7 =7 =2 horas), a partir de un conjunto de

patrones de cesio y de maseres de hidrogeno. A71 es una escala libre cuya frecuencia se
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mantiene tan constante como resulta posible mediante la eleccion dptima de los pesos
con (ue cada reloj contribuye al ¢alculo, sin procesado a posteriori |67, 68]. Esta escala
es posteriormente corregida para conseguir exactitud, para lo cual emplea como

referencia un patron de {recuencia primario de “fuente” de cesio (NIST-F1).

LLa estima x, (¢) de las diferencias de fase—tiempo del reloj i—simo respecto de la escala

AT1 para el instante / se define mediante una ecuacién similar a (6.3):
(6.13) x,(t) = ATWt) - h (1)

Las ccuaciones para el calculo de la escala de tiempo en el instante (r + r) se basan en
las predicciones de las diferencias de fase-tiempo &, y de las frecuencias normalizadas

relativas a la escala AT1 J,, segun las siguientes expresiones:

(6.14) jii(l+r):x,(l)+j/,(t)r
y

N ]
(6.15) x,(r+r)= ij [}éj(f+r)—xj,.(t+r)]

J=l

Aligual que en el apartado 6.1, p, es el peso estadistico relativo del reloj i-simo, N cs
¢l numero fotal de relojes y x, (1 +r) es la diferencia de fase—tiempo, medido en el
instante (_I +r), entre los relojes i—simo y j—simo. El conjunto de medidas c¢s no—

redundante, ¢s decir, se compone de (N——l) comparaciones entre un reloj, tomado

como referencia. y todos los restantes.

De (0.15) se desprende que la actualizacion de la diferencia de fase-tiempo x, para el
instante (/+7) es una media ponderada de las predicciones X, (t+1) corregidas

previamente por las medidas x (f+7).
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La frecuencia del reloj i-simo para el instante (¢ +7) se define mediante:

ire)= =50 010
T

La prediccion de la frecuencia y, (t+z') a emplear en el céalculo de X, en el instante

(¢ +27) se determina a partir de una media ponderada exponencial de las frecuencias

medias actual y precedentes y,, tal como se deduce de las ecuaciones (6.16) y (6.17):

yi([+7:): : 1 [yi(l+z-)+mi _j‘},(t)] (6.17)

m; +

Considerando que el ruido predoininante en los relojes es blanco y camino aleatorio de

frecuencia, la constante de tiempa m, del filtro exponencial (6.17) que permite alcanzar

la estimacion optima de 3, (t +7) viene dada por:

, 112
m,:; _1{;#3”*:;'} (6.18)

enlaque 7, , representa el intervalo de observacion para el que el i-simo reloj muestra

la minima inestabilidad.

L.os pesos a emplear en (6.15) se calculan previamente mediante otro filtro exponencial
aplicado a las desviaciones entre las diferencias de fase-tiempo predichas y las

estimadas en los ultimos N, periodos. Para el instante (£ +7), los pesos se definen a

partir del siguiente conjunto de ecuaciones:
@) =120+7)-x(t+1) +K, (6.19)

o (T)}M = er-_*-_l[&‘? (r)+ N, g (‘[‘)}I ] (6.20)
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La constante de tiempo N, que aparece en (6.20) suele establecerse en 20 o 30 dias. Il

uso del filtro exponencial se justifica ante el supuesto de que el ruido presente en los
relojes no tenga cardcter estacionario, en cuyo caso debe ir diluyéndose la influencia de
la informacion conforme se aleja del instante presente. El término K, afadido en (6.19)
corrige ¢l efecto de correlacion entre la escala conjunta y el reloj i—simo, segln el cual
los relojes con mayor peso tienden a tomar el control de la escala. Suponiendo que el

ruido de los relojes tenga caracter gaussiano, el término K. viene estimado por [69]:

(6.22) K = 1
(1 - P_,-)

Para concluir diremos que la escala 471 se produce en tiempo real, tras cada secuencia
de medida, y sin procesado posterior. La prediccion de frecuencia y la determinacion de
pesos se deducen de la aplicacion de filtros exponenciales sobre los datos disponibles;
de este modo, se mantiene en todo momento y de manera dindmica una estima del

comportamicnto de cada reloj.

6.3. El algoritmo del TA(F)

La escala TA(F) estd generada por el Bureau National de Métrologie, Systémes de
Référence Temps Espace (BNM-SYRTE) a partir de las lecturas de relojes distribuidos
entre once laboratorios franceses. Esta escala se produce con un mes de retardo, v

emplea un algoritmo denominado TAC [54], que trata de optimizar ia estabilidad a largo

plazo.

Durante cada intervalo de tiempo [tl,lI + AI], la escala de tiempo E se somete al
algoritmo que asegura la continuidad de la escala en tiempo y frecuencia entre dos
intervalos consecutivos 'y que calcula la media ponderada de las lecturas

correspoudientes a los N' relojes. Para el instante 7, {a escala de tiempo £ se expresa

COmao:
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N*

Viel,n+atl E =Y wl)H, @)+ 1)

- N
con z oli)=1,
i=1

(6.23)

donde /, representa el ultimo instante del mes anterior, 7, + At es el ultimo instante del
mes actual, N' es ¢l namero total de relojes, a)(i) es el peso relativo atribuido al reloj
i~simo durante el intervalo de tiempo considerado, (i) es la lectura del reloj i-simo

en el instante 7 y f(t) es la correccion de tiempo aplicada en el instante ¢ para asegurar

la continuidad en tiempo y frecuencia ante una eventual redistribucion de pesos.

[La diferencia de fase-tiempo entre el reloj i~simo y la escala E en el instante 7 se
expresa mediante X,(i)=H,(i)—E,. Si AA’,(I') denota la prediccion de X,(i), la

ecuacion basica de la escala de tiempo se convierte en:
v
vieln+arl: E =Y o)[H,G)-£0) (6.24)

Partiendo de la hipétesis de que las diferencias de fase-tiempo entre cada reloj y la
cscala conjunta pueden ser consideradas como la realizacion de un proceso X ARIMA
(0,2. 1), se define el proceso ¥ como: ¥, =X, -2X,  +X,,.

Bl proceso Z=Y —-m, con m= E[Y] serd un proceso ARMA (0, 1), de ecuacion

candnica Z, =U, +bU, |, enlaque U representa un ruido blanco de varianza .

Una vez estimados los diferentes pardmetros del modelo: m, b y o, se efecttian dos
tipos de predicciones, con doble finalidad en la elaboracion de la escala de tiempo. La

primera se emplea en el célculo, para cada reloj i-simo, de las predicciones a lo largo

del presente mes:

Py (XN+1):m+2XN — Xy, +hU, (6.25)

N
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(6.20) Py (X‘wz ) =m+2 Py: (X/m )_ Xy

<t

(6.27) Vik>2 P (X, )=m+ 2],7”} (XN+H)— Py (XN+/<~—2)

Fistas predicciones, debidamente aplicadas a la ecuacion (6.24), producen una primera

apronimacion de la escala de tiempo.

La segunda se emplea en el proceso de calculo diario de la escala y supone la prediccion
con un solo intervalo unitario de tiempo de antelacién. Las ecuaciones utilizadas son

(6.25)y (6.28):

(.28 Vk>0 p, (X, )=m+2X,, =X, +blx

Para cada reloj i—simo, (6.25) permite calcular X,I+1(i), en tanto que las restantes

~

predicciones del mes (f,lw_(i) a X, (i) se calculan con (6.28) y & desde 1 a A .

La asignacion de pesos a los relojes que contribuyen en la escala se compone del
producto de dos factores. Ll primer factor o, (z) es directamente proporcional al tiempo
transcurrido, al entender que la calidad de los parametros estimados en ¢l modelo sera
tanto mejor cuanto mayor sea el nimero de datos de las series en que sc¢ basan las

estimas. Este factor se encarga asimismo de controlar el acceso de un nuevo reloj en la

escala.

Listablecidos los parametros de longitud minima y maxima de las series (S, =215d vy

nin

Spm =365d) 'y denominando N''(i) al niimero de datos disponibles X (i) de cada

reloj i-simo en el instante 1, , los pesos @, (i) vienen dados por:
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N'(0)-S

CNUGE) S, SE<S
W, (l) = Sma). - Smin (l) " " (629)
N”(l.) Smax <f <o

Como para cada reloj i—simo se ha estimado la varianza 0'2(1') del ruido blanco asociado

al modelo ARIMA, establecido el limite S =4.6ns?/d* para evitar el predominio de un

~

reloj y denominando &7 (i) a la estima de o-z(i), el peso w, (i) asignado al reloj es:

100 &’(i)<S
1008/82()  &()>S

w, (’) =

(6.30)

El peso final del reloj i-simo es @, (/)= o,(i)x o, (7).

La deteccion de cambios indeseables de frecuencia durante el mes en curso se lleva a
cabo a partir de la prediccion ARIMA previamente introducida. Inicialmente se
consideran validados los pesos de todos los relojes que intervienen en la escala

(v(i)=1); mediante un algoritmo de validacién de pesos se determina si cierto reloj

continta contribuyendo o si por el contrario debe ser excluido (v(i) =0).

I} algoritmo de validacion de pesos comienza calculando la escala de tiempo preliminar

a partir de los pesos normalizados para cada reloj, definidos como:

o) 00

(6.31)

2,0 (7))

Determinada la escala preliminar, se obtiene una medida D, del cambio de frecuencia

de cada reloj respecto de dicha escala. Este valor D, vale cero si, en términos absolutos,
la difcrencia entre las frecuencias estimadas mediante ajuste lineal por minimos
cuadrados sobre los intervalos de tiempo [r1 ~long +1, t,] y [t1 +1,4 + At] €S menor que
el parametro M (establecido en 0.432ns/d). Si esta diferencia es mayor que M,

max ?

D, toma el valor de la diferencia entre dichas frecuencias.
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Si el maximo valor de

D,l corresponde al reloj k—simo, v(k) pasa a tomar el valor cero.

mientras el resto de los valores v(i) permanecen invariables en la iteracion.

El proceso iterativo se repite hasia que todos los valores D, sean igual a ccro, si bien
podria detenerse en caso de que el nimero de relojes descartados fuera demasiado

elevado. o si la suma de los pesos normalizados asociados a éstos superara el valor 1/2.

El alporitmo TAC permite calcular la escala atomica libre francesa (FEA4L). Esta ecscala,
debidamente corregida mediante la adicion de una funcion lineal g(l) que le confiere

las caracteristicas de continuidad y exactitud, llevan a la escala TA(F).

0.4. El algoritmo del UTC(USNO)

UTCUSNO) es la escala de ttempo del United States Naval Observatory (Washington,
DC, EE.UU). Esta escala, obtenida a partir de una media ponderada de alrededor de
cincuenta patrones de haz de cesio y una docena de maseres de hidrogeno, es el
resultado de gobernar la escala libre de referencia en el laboratorio, conocida como A4.1,

hacia la prediccion de UTC(BIPM).
La escala media UTC(USNO) se materializa a partir de un maser de hidrdégeno (en la
actualidad master clock 2 (MC #2)) adecuadamente gobernado mediante un dispositivo

auxiliar.

Fsta cscala esta generada mediante la siguienie ecuacion [70]:
(6.32) Z, =2z .+ Eia), () x, (i) - x, )+ T (i) - ; T*d,, (l)j‘

en la que z, representa la diferencia de fase-tiempo entre el master clock y la escala

media, x,(i) es la diferencia de fase-tiempo entre el master clock y el reloj i-simo.

m,(i) ¢s el peso del reloj i—stmo, y r[(i) y d,(i) respectivamente la frecuencia y la

(32 El algoritmo del UTC (USNO)




deriva de frecuencia del reloj i—simo relativas a la escala media. Todas estas variables

referidas al instante 7.

El hecho de que a la escala contribuyan patrones de caracteristicas dispares ha llevado al
establecimiento de pesos variables con el tiempo ¢, expresado en segundos, transcurrido
entre cierto instante de medidas y la medida realizada mas recientemente. De este modo
se potencia la contribucion de los maseres en el pasado mas reciente (o a corto plazo;,
rango en el que son significativamente mas estables que los patrones de haz de cesio) y
la de los patrones de haz de cesio a largo plazo (rango en el que se erigen como mas
estables). Estos pesos son inversamente proporcionales a las varianzas de Allan
deducidas mediante ajustes de polinomios de segundo grado sobre las curvas tipicas en

diagramas sigma-tau:

|
o, )= e : T
() Jantilog(0.130 2, ~0.137 y,, ~13.959)
@, (1) = 0.657 w4, (1) (6.33)
1

D 1iag ([) = [ A

antilog(0.309 37, —0.037 y,,,, —14.239) ]’

donde wyy,,, @, y o, represertan los pesos de los patrones de haz de cesio 5071 (de
Agilent Technologies). otros patrones de cesio y maseres de hidrogeno respectivamente,
con y. =logi—=59 ¢ y, =logr—52. Para el caso particular en que =0, se

asignan arbitrariamente pesos iguales a los correspondientes para ¢ = 3600 .

Debido al cambio de los pesos con el transcurso del tiempo, los altimos 75 dias de datos
se someten a un nuevo proceso de calculo cada hora. Adicionaimente, al menos dos
veces por semana se vuelve a procesar manualmente la escala tras evaluarse la marcha y
la estabilidad de cada reloj. Estas marchas y estabilidades se controlan con especial
atencion, de modo que cualquier cambio significativo en uno de estos parametros
supone la pérdida total de peso en la contribucion del reloj afectado a la escala media.
El peso permanece igual a cero hasta que resulta posible calcular una nueva marcha y/o

estabilidad, generalmente después de transcurridos 25 dias.
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Transcurridos los 75 dias, los maseres dejan de contribuir significativamente a la escala,
con lo que sc evita cualquier deriva residual que pudiera afectar negativamente a la

estabilidad.

La escala media de papel, UTC(USNO), se gobierna eventualmente hacia el TAI

mediante correcciones inferiores a 1ns/dia cada 10 dias.

La sefial de tiempo USNO, generada por el master clock #2, resulta del disciplinado
mediante un sintetizador de {recuencia hasta alcanzar la mds estrecha sincronizacién
posible con la escala UTC(USNO). Las correcciones en frecuencia son siempre
inferiores a 150 ps/dia, con una constante de tiempo establecida en 50 dias en la

actualidad.

6.5.  Otras escalas de tiempo descritas en la literatura cientifica internacional.
Tal como se indicaba en la introduccion del capitulo, este tipo de informacion se
difunde en contadas ocasiones, resultando complicado conocer y entender al detalle el

modo en que cada escala ha sido implementada.

No obstante, se han localizado descripciones relativas a las escalas italiana, israeli, y

belga en las referencias bibliograficas [71] a [73].
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D.O.M.  Rationi temporum syderum scrutatoribus navium
rectoribus speculam hunc erigendam decrevit, Carolus IV D.G.
Hispaniar. et Indiar. Rex P.A. P.P. An. Reg. V Pontif. S.S.P.N.
Pii VI XVIII. Favente Antonio Valdesio regis ad rem navalem
administro, petente Josepho Mazarredo classium vice praefecto
generali, gaditana classis  sumo imperatore Francisco
Marchione de Tilly, studia curante Cipriano Vimercati
ichonographiam descripsit. Hunc lapidem possuit Gaspar de
Molina Marchio de Ureiia A.S.H. M.D.CC XCIII Die I1I mens.
Octob.

(En el nombre de Dios Optimo Maximo. Para el estudio del
tiempo, para astrénomos y navegantes, Carlos IV, por la gracia
de Dios rey de Espafa y de las Indias, Padre de la Patria, con
piadoso dnimo, ordeno que fuese construido este observatorio en
el quinto afio de su reinado y en el décimo octavo del
Pontificado de Su Santidad Nuestro Padre Pio VI. Bajo los
auspicios de Antonio Valdés ministro real de Marina. A peticién
de José de Mazarredo, vicealmirante general de la Armada.
Siendo capitan general de la flota gaditana Francisco marqués de
Tilly. Cipriano Vimercati, director de estudios, describi6 la
iconografia. Gaspar de Molina, marqués de Urefia, colocod esta
lapida el 3 de octubre del afio de la salvacion del hombre de
1793)










Hasta la fecha, la conservacion ce la escala UTC(ROA) ha supuesto el mantenimicnto
de un nimero comprendido entre dos y siete patrones atdmicos cometciales de haz de
cesio —cinco en la actualidad—, lecalizados en un mismo habitaculo (originariamente en
una sala situada en el ala de poniente del edificio principal, y desde verano—otoiio de
1991 en su ubicacién actual: la Sala de Patrones del edificio de la Seccion de Hora) y

sometidos al control de las condiciones ambientales: (23i1)"C desde abril de 1997
((21 k 1)"(3 hasta esa fecha), y (60 + 10)% de humedad relativa. La alimentacion de los

patrones se efectia mediante un sistema redundante con etapa final a través de un
transtormador separador que proporciona la tension de 220 voltios c.a. y otro compuesto
de buaterias que proporcionan 24 voltios c.c., que en conjunto preservan al equipo en
caso de producirse un fallo en la red eléctrica. Ademas de ello, cada patron dispone de
baterias internas con capacidad para mantener el [uncionamiento un tiempo minimo

afiadido de 30 minutos en caso de necesidad.

Tradicionalmente, el control de los patrones se ha venido efectuando a partir de las
lecturas directas de diferencias de fase—tiempo entre el patréon MC (master clock)
seleccionado como referencia y cada uno de los patrones restantes. El procedimiento
segurdo en la realizacidon de las lecturas, inicialmente “manual”, fue sustituido en poco
tiempo por un nuevo procedimiento totalmente automatico que en la actualidad se
cjecuta en intervalos regulares de 15 minutos, ademas de realizar otras muchas
funciones como la generacion de “alertas” o la configuracion de ficheros conforme a
formatos preestablecidos para intercambio con otros laboratorios. Asimismo,
pericdicamente se efectiian las pruebas de verificacién recomendadas por el fabricante

como mantenimiento preventivo y para anticipar un eventual problema de

funcionamiento.

A partir de las lecturas directas de diferencias de fase—tiempo, siempre empleando como
referencia el MC, se efectuaba la evaluacion de la estabilidad de cada patrdon para un
intervalo de tiempo de integracion relativamente corto (cinco dias), y una vez
identificado el patron de mayor estabilidad se le asignaba el estatus de MC, tomandose

como base en la generacion de UTC(ROA).
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La estabilidad de la escala UTC(FOA) ha venido siendo en buena medida la del master
clock, viéndose perjudicada tan solo por los esporadicos desplazamientos de frecuencia
aplicados con el fin de mantener un grado adecuado de conformidad entre la escala
UTC y su realizacion en el Real Observatorio de la Armada. La escala UTC(ROA)
puede considerarse como el resultado de aplicar una media ponderada (véase el apartado
3.1.) en la que los pesos relativos @, son todos igual a cero, salvo el correspondiente al

MC que toma como valor la unidad.
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Figura 7.1: Disposicién de equipos implicados en la generacién de UTC(ROA) hasta fechas recientes.
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La sefial generada por el MC era posteriormente encaminada hacia un desplazador de
fase v frecuencia (phase microstepper), dispositivo desde el que se gobierna la sefial y
que permite introducir tanto saltos de tiempo como separaciones sistematicas de
frecucncia respecto de la de entrada (tnica opcidn empleada). El desplazamiento
intencionado en frecuencia se aplica para compensar cierta divergencia de la escala
(respecto de UTC) detectada a partir de los diferentes sistemas de comparacion a
distancia disponibles e¢n laboratorio, a saber: Transferencia de Tiempo y Frecuencia
mediante Satélite y Doble Encaminamiento (TWSTFT) y GPS en modo Vista Comun

(GPS-CV).

La figura 7.1 muestra la disposicion mas reciente de los diferentes equipos implicados

en la generacidn de la escala UTC(ROA).
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Figura 7.2: Diferencia entre las escalas UTC y UTC(ROA), desde enero de 1998 hasta enero de 2004.
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La figura 7.2 muestra la diferencia entre las escalas de tiempo UTC y UTCROA)
durante los tltimos afios. En abscisas se recogen los dias julianos modificados, en tanto

que las ordenadas vienen expresadas en nanosegundos.
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Figura 7.3: Estabilidad en frecuencia de UTC(ROA), relativa a UTC. Resultados basados en datos

relativos al periodo comprendido entre enero de 1998 y enero de 2004,

La figura 7.3 muestra sobre un diagrama sigma-tau la inestabilidad en frecuencia de
UTC(ROA) y su incertidumbre asociada (20 ), relativa a UTC, para diferentes

intervalos de tiempo de integracion sobre la misma base de tiempos empleada en la

figura 7.2.

En estos dos ultimos graficos se »one de manifiesto la dificultad que entrafia mantener
la exactitud de la escala UTC(ROA) conforme a la recomendacién efectuada por el
CCDS (duodécima asamblea, marzo de 1993) de encaminar los estuerzos hacia la
conservacion de las realizaciones nacionales de la escala UTC con diferencias de fase—
tiempo infecriores (en valor absoluto) a 100 nanosegundos respecto de la escala UTC,

manteniendo a su vez un alto grado de estabilidad en la escala.
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7.2.  Consideraciones efectuadas en la realizacién de la nueva escala

Cuando se planteé acometer el presente trabajo de tesis, habia un gran ntmero de
cuestiones cuya resolucion se antojaba prioritaria dado que podria condicionar los
sucesivos pasos a dar. Finalmente han habido aspectos, de antemano pasados por alto,
pero que con el transcurso del tiempo han ido tomando una posicion de interés en el
desarrollo de los trabajos. Del mismo modo, sc¢ ha dado el caso de que habiéndose dado
cierto énfasis a determinada materia, ha resultado ser intrascendente en el desarrollo

final de la escala de tiempo.

Independientemente de los estudios realizados encaminados a la caracterizacion de
patrones e instrumentacion disponibles con el fin de justificar el uso y obtener el
maximo rendimiento en futuras disposiciones, todo el esfuerzo se ha dirigido hacia el
desarrollo de la herramienta matematica apropiada capaz de optimizar las caracteristicas
consideradas de mayor interés en una escala: estabilidad, exactitud y fiabilidad. Para
ello se han identificado las variables que permiten optimizar las caracteristicas
anteriores, se ha caracterizado la escala como media ponderada de lecturas de fase-—
tiempo, se ha establecido el procedimiento de céalculo de los pesos relativos “Optimos™,
se ha disefiado cl modelo de sefial y se han caracterizado los ruidos de la sefial y del
sistema de medida con el exclusivo fin de efectuar una prediccion Optima de la marcha
de cada reloj evitando con ello las discontinuidades en la escala propias de la
redistribucion de pesos, se han establecido criterios de validacion de datos, y todo ello

se ha dispuesto mediante procedimientos soffware que se ejecutan con regularidad.

l.a idea a la hora de implementar la nueva escala suponia la optimizacion de recursos
con un minimo gasto adicional en instrumentacion. No obstante, finalmente se pudieron
realizar determinadas inversiones en algun instrumento y equipo auxiliar cuya necesidad
era indiscutible: un desplazador de fase y frecuencia controlable via RS-232 (modclo
HROG — 5, de Spectra Dynamics), dos nuevos sistemas de aire acondicionado para la

Sala y Antesala de Patrones y sensores de temperatura y humedad con registro digital.

Una de las principales preocupaciones que suscitaba la posible correlacion entre los
valores de frecuencia media de cada reloj y la temperatura y humedad relativa de la sala
[19. 24-32], debido principalmente a dos motivos: deteccion en estudios previos de

cierta sensibilidad a las condiciones ambientales en determinados modelos de patrones
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de haz de cesio (hoy obsoletos y en extincidn) y presencia de componentes de caracter
estacional en las marchas de modelos tales como los HP 5061 (modelo ampliamente
extendido durante las décadas de los ochenta y noventa), ha quedado solventado al
mejorar la caracteristica de control de la temperatura y humedad relativa de la sala en la
que se ubican los patrones; ademas de ello, en los tltimos afios se han ido sustituyendo
los antiguos patrones HP 5061 de Hewlett Packard por los nuevos modelos 5071A de
Agilent Technologies, que muestran mejor comportamiento que sus antecesores en
todos los aspectos, en particular en cuanto a la sensibilidad a las condiciones
ambientales. En la actualidad tan solo queda un patrén del modelo antiguo (HP 5061A)

frente a cuatro patrones modernos.

Otros posibles estudios destinadcs a detectar de manera directa posibles correlaciones
entre las marchas (frecuencias medias) de los relojes y la temperatura y humedad
relativa ambientales no se llevaron a cabo dado que las conclusiones que resultaron del

estudio de independencia entre relojes (apartado 3.3.) eran concluyentes, poniendo de

manifiesto la escasa sensibilidad a estos parametros.

7.3.  El nuevo algoritmo para la realizacion de TA(ROA)

El algoritmo propuesto consta de una serie de funciones disefiadas fundamentalmente en
lenguaje MATLAB y en menor medida en lenguaje C, posteriormente trasladadas a
formato ejecutable. Estas funciones se ejecutan con regularidad en un ordenador bajo
sistema operativo /inux, y en conjunto generan una “escala de papel” con informacién

de diferencia de fase—tiempo respecto del master clock a intervalos de dos horas.
lLas diferentes funciones empleadas se describen en los apartados siguientes.

7.3.1 Adquisicion de datos

[La adquisicién propiamente dicha continua efectuandose de la misma manera que se
venia haciendo: dos ordenadores personales actian como servidores de sendos sistermas
de medida, tomando datos de diferencia de fase—tiempo entre el MC y cada uno de los
restantes relojes; para ello, cada quince minutos (partiendo del minuto cero) gobiernan
via GPIB una matriz de conmutacion que permite encaminar la sefial apropiada a un
canal de entrada del contador de intervalos de tiempo encargado de efectuar la medida.

En el otro canal del contador esta continuamente presente la sefial procedente del MC'.
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El ruido introducido por el sistema de medida durante el proceso de la medicién en
intervalos de quince minutos no es lo suficientemente bajo, en comparacion con la
inestabilidad de cada pareja de relojes sometidos a la medida, y aunque este aspecto
seria mejorable con otro tipo de contadores de mayor resolucion, o empleando una
técnica de medida mas potente, lo cierto es que es solventable con tal de tomar un
intervalo de tiempo mayor entre medida y medida. Este intervalo ha sido fijado en dos

horas tal como se explica mas adelante.

La figura 7.4 muestra la inestabilidad en frecuencia asociada a la pareja de patrones mas
estables disponibles en el laboratorio del Real Observatorio de la Armada (5071A high
performance nims.: 583 y 718), ceducida a partir de una técnica de medida de muy bajo
ruido (medida de diferencias de tiempo mediante doble batido —DMTDM-), en
contraste con la inestabilidad apreciada en el sistema de medida. En este grafico se pone

de manifiesto el aspecto expresado en el parrafo anterior:
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Figura 7.4:  Comparativa entre la inestabilidad asociada a la pareja de patrones mas estables en

laboratorio y el ruide del sistema empleado.
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El resultado de la medida queda almacenado en un fichero contenido en el propio
servidor. La organizacion del conjunto de ficheros y el disefio de la estructura de éstos
han sido cometidos efectuados para que la manipulacion resulte racional y adecuada.
Las lecturas efectuadas se realizan de manera redundante y permiten preservar la
medida ante un eventual fallo en la ejecucion del proceso de medida desde uno de los

dos sistemas.

A intervalos regulares de dos horas (comenzando a las 0 h 1 min UTC(ROA) del dia),
un programa e¢jecutable se encarga de efectuar los accesos a los servidores de medidas
automaticas, abriendo los ficheros correspondientes, identificando y capturando los
datos aun no incluidos en el fichero de trabajo para el célculo de TA(ROA): lecturas de
diferencia de fase-tiempo entre el MC y cada reloj restante e informacion del MC en
cada momento, y completando el fichero de trabajo antes de emprenderse nuevas

acciones. Los datos incluidos en este fichero se refieren a instantes coincidentes con

horas pares.

En principio, uno de los sistemas de medida es considerado a todos los efectos como de
refercncia o principal (Horal8), de modo que tan solo se accede al sistema suplente o

auxiliar (Hora20) cuando se detecta un fallo en alguna de las medidas efectuadas desde

Horal8.

7.3.2 Estima de varianzas absolutas

Como continuacion al proceso de adquisicion, un programa ejecutable se encarga de
comprobar si corresponde efectuar la estima de las varianzas (de A/lan) absolutas. El
calculo se efectua el ultimo dia dzl mes después de las doce horas UTC(ROA), a partir
de las lecturas de diferencias de fase-tiempo almacenadas, previa seleccion de aquellas
correspondientes a los ultimos 365 dias a cero y doce horas (730 datos como maximo

por pareja de relojes incluyendo al MC).
El proceso de calculo numérico ha sido explicado con suficiente detalle en el apartado

3.2., y se aplica para estimar los valores de varianza absoluta para un periodo de tiempo

de integracion 7 de veinte dias.
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Este mntervalo de tiempo para el que finalmente quedara optimizada la escala conjunta

ha sido seleccionado fundamentalmente por dos razones:

» Sc¢ trata de un multiplo del intervalo de tiempo para el que regularmente el BIPM
publica en su Circular T la informacién correspondiente a la diferencia entre las
escalas UTC y cada una de sus realizaciones UTC(k) en laboratorios de tiempo
nacionales. Esta informacion se refiere en la actualidad a las cero horas UTC de los
DIM’s acabados en 4 y 9.

» La Circular T se hace publica a mediados del mes siguiente al del periodo de tiempo
a que afecta su contenido. Este retardo de acceso puede suponer que hayan
transcurrido entre quince y cuarenta y cinco dias sin que se disponga de informacion
relativa a la diferencia existente entre UTC y su realizacién UTC(%). La realizacion
de un UTC(k) suficientemente proximo a la referencia, a pesar del acceso diferido,
se vera facilitado si se sigue algan criterio de optimizacion de la estabilidad para un

intervalo de tiempo comprendido entre los limites antes citados.

A las dos razoncs anteriores hay que afiadir el hecho de que ¢l aumento del intervalo de
tiempo de integracion seleccionado puede resultar poco practico ya que requeriria bases

de ticmpo muy largas si se quieren estimar las varianzas absolutas con un orden de

incertidumbre moderado.

El empleo de la varianza de Allon se justifica si se tiene en cuenta que, tal como fue
expuesto en ¢l apartado 2.3.5., ante la potencial presencia de fluctuaciones de caracter
Hicker de frecuencia para el intervalo de tiempo de integracion seleccionado, la varianza
clasica diverge, es decir, varia dependiendo del nimero de muestras empleado en la

estima.

Del calculo anterior se derivan las estimas de varianza absoluta, asi como informacion
indicativa de la longitud de la lista asociada a cada reloj sobre la que se han basado los
calculos. El nimero minimo de datos permitidos asociados a determinado reloj se ha
tijado en 420, correspondientes a los altimos siete meses; en tanto la serie se mantenga

por debajo de este limite, el reloj no contribuird a la escala media. En el apartado 7.3.3

se justificard esta eleccion.
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Los nuevos valores de varianzas absolutas y de longitud de registros permanecen en
vigor durante el mes siguiente al periodo en el que se basaron los calculos, y se
mantienen almacenados en sendos archivos historicos con identificacion del afio y mes

en vigencia.

La figura 7.5 muestra el diagrama de flujo asociado al proceso de estima de las
varianzas (de Allan) absolutas, que tiene lugar el dltimo dia del mes después de las doce

horas.
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Figura 7.5:  Diagrama de flujo asociado a los procesos de adquisicion de datos y estima de varianzas (de

Allan) absolutas.

7.3.3 Varianzas absolutas y ponderacién éptima

Los valores de varianza absoluta estan ligados matemdaticamente a los pesos relativos de
acuerdo con la expresion (3.6§). No obstante, esta relacién no es definitiva por
diferentes razones que se expondran a continuacion y que tienen que ver, por una parte,
con la bondad en la estima de las varianzas, y por otra, con la conveniencia de crear una

escala sin excesiva dependencia de un solo reloj.
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Bondad en la estima de la varianza asociada a cada reloj

Una de las cuestiones pendientes de este trabajo de tesis, por ir mas alld de los objetivos
perseguidos, es la evaluacion de la incertidumbre asociada a la estima de cada varianza
absoluta. No obstante, se ha procurado precisar la manera en que la longitud de lecturas
de diferencia de fase-tiempo entre parejas de relojes podria influir en la calidad de la

estima de la varianza absoluta asociada a cada reloj.

Para cllo, se ha acudido a la teoria expuesta en el apartado 2.3.2, determindandose el
error relativo cometido en cada varianza ante la presencia de ruidos de caracter blanco y
[licker de frecuencia (los presumidos en intervalos de tiempo de integracion de 20 dias),
en el supuesto de que las incertidumbres relativas asociadas a las estimas de las

varianzas absolutas sean idénticas a las correspondientes de las varianzas relativas.

‘/’ > Ruido blanco de frecuencia J
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incertidumbre relativa en la varianza, u,,
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\
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Base de tiempos de calculo, dias

Figura 7.6: Incertidumbre refativa asociada a la estima de la varianza absoluta, en funcién de la base de

tiempos en que se ha basado el calculo.

De la expresion (2.24) se deduce para el caso mas pesimista (intervalo de confianza

inferior) la siguiente desigualdad:

So. s -0 440.95)—
(7.1) == 7' (0.95)-v
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Esta expresion nos permite identificar en qué medida se deteriora la bondad de la

estima al disminuir el nimero de muestras; asi, en las figuras 7.6 y 7.7 se han
representado respectivamente los valores de u,, y sus primeras diferencias (Au,, ),
frente a los periodos de tiempo en los que se han basado los célculos de las estimas.

Base de tiempos de célculo, dias
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Figura 7.7: Variacién de la incertidumbre relativa asociada a la estima de la varianza absoluta, en

funcion de la base de tiempos en que se ha basado el calculo.

La eleccion de 420 como minimo ntmero de lecturas relativas a pares de relojes,
correspondientes a 210 dias (7 meses), se debe a que para tal valor la magnitud de la
incertidumbre relativa se mantiene moderada incluso para el caso de predominancia de
ruido flicker de frecuencia. Ademas de ello, la variacidn de la incertidumbre relativa en

el rango comprendido entre 210 y 365 dias es bastante lineal e incluso podria asumirse

constante a efectos practicos.

La compensacion aplicada a los pesos absolutos W, (inversas de las varianzas) viene
dada por el coeficiente «,, deducido a partir de los graficos anteriores, y cuya expresion

empirica es:

0.5+(z, —420)02] L...N (7.2)

" 0.7(730 - 420)
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en la que L, representa la longitud de lista asociada a cada reloj sobre la que se han

basado los calculos.

Y los pesos absolutos empleados quedan por el momento del siguiente modo:

(7.3)

Ponderacion optima

Tal como se dedujo en los apartados 3.1. y 3.4., asumida la hipétesis de independencia
entre relojes, los pesos relativos en la realizacion de una escala conjunta se expresan en
funcion de los valores de varianzas absolutas segiin (3.5). Asimismo, las estimas de

estos pesos pueden calcularse indistintamente mediante (3.6) o (3.68).

Si se define un vector de validacidn de pesos v como aquél cuyas componentes v, valen

la unidad cuando el reloj i—simo ha sido incluido en la escala, o cero si éste ha sido
excluido intencionadamente o como consecuencia del proceso de validacion que se vera

mas adelante, los pesos relativos vendran determinados por la expresidén matricial:

RS

7.4 ®=
7 u I, u

En la que u es un vector columna de N términos iguales a la unidad, y TI,, una matriz

diagonal de orden N cuyos elemeantos se deducen de:

(7.5) I, =v.u,=v, W, i=1...,N
Ponderacion optima y peso limite

Irente a las conclusiones extraidas de la aplicacion de la teoria de maximos y minimos,
cstd la conveniencia de recurrir a consideraciones de caracter practico, que preserven

alguna otra cualidad caracteristica de la escala ademas de la estabilidad previamente
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optimizada. El hecho de que determinado reloj sea muy estable, en comparacién con los
restantes, implicaria una contribucion muy importante a la escala media. La excesiva
influcncia de determinado reloj en la definicion de la escala media podria traer consigo
consccuencias nefastas, pues cualquier trastorno imprevisto en su funcionamiento

llevaria a la degradacion de su calidad y la de la escala, especialmente sensible a la

marcha de ese reloj.

El establecimiento de un limite en la aportacion de cada reloj a la escala media debe
entenderse como un artificio empleado para garantizar la fiabilidad, asi como la

estabilidad y exactitud, en caso de averia.

Cabe comentar que los conceptos de estabilidad dptima y de peso limite pueden llegar a
ser incompatibles, pues la imposicion del limite maximo sobre los pesos puede llevar a

la realizacion de una escala mas inestable que algunos de los relojes del conjunto.
El peso relativo limite en la escala TA(ROA) ha sido establecido en 0.65.

7.3.4 Predictor KALMAN
La necesidad de estimar la frecuencia media de cada reloj H,, relativa a la escala 74,

tiene que ver con la exigencia de preservar la continuidad de la escala, tanto en tiempo
como en frecuencia, cuando se produce una redistribucion de pesos (Véase el apartado
4.1.). La técnica empleada para efectuar la prediccion se ha basado en el modelo
KALMAN, desarrollado en el apartado 4.2.2., ¢ implementado una vez establecidas las

magnitudes de los diferentes parametros que toman parte en el modelo.

En cada iteracion, una vez prefijados los pesos relativos con que contribuiran los relojes
a la escala conjunta, se calculan sucesivamente la ganancia del predictor (4.34), el
predictor optimo (4.33), y su error cuadratico medio (4.35). Estos parametros serviran a

su vez de base cn el calculo de la prediccidn para instantes posteriores.
Los pardmetros integrantes del filtro estdan sometidos a ajustes al margen de la

transformacion dinamica propia del proceso recursivo. Estos ajustes tienen lugar en los

siguientes casos:
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e Todos los primeros dias de cada mes a 0 h UTC(ROA), tras estimarse la estabilidad
en frecucencia de cada reloj, relativa a la escala TA(ROA), para tiempos de
integracion de dos horas sobre la base de datos del mes anterior. Estas estimas son
parte integrante de la matriz de covarianza asociada al ruido del sistema (4.30).

e Ante un cambio en la instrumentacion empleada en la medida, que implique una
variacion en la magnitud del ruido asociado al proceso de medida (4.32).

» (‘uvando existe redistribucion de pesos respecto de aquellos que resultaron en el
cilculo previo; pues como se verd en breve, el cambio afecta a la matriz de

covarianza asociada al ruido del sistema.

ln cuanto al establecimiento de las condiciones iniciales, cabe subrayar como ha sido
determinada la matriz de covarianza del error en la prediccion: esta matriz, indicativa
del error cuadratico medio en el predictor KALMAN, y la matriz de covarianza del error

cn el filtro KALMAN —P [k]—, estan relacionadas de la siguiente manera:
(7.6) Plik—t]=@-Plk-1] @ +Q[k-1]

Asi, la matriz P [1@0] de error cuadratico medio del predictor queda determinada
mediante (7.6), una vez fijadas las matrices de transicion y de covarianza asociada al
N . 2
rutdo del sistema, y tomando corao valor de P [0] el expuesto en (7.7), en la que o, y
2 . . . . N
o, rcpresentan respectivamente las varianzas asociadas al ruido blanco de fase

introducido por el sistema de medida (nanosegundo?) y al blanco de frecuencia propio

: .2
del sistema (nanosegundo®dia ).

(7.7 ) SV [O]:
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La distribucion de pesos es pieza clave en el proceso de la prediccion, pues dado que el
vector de observacidn, al igual que los términos impares del vector de estado, estan
constituidos por las lecturas de ciferencia de fase—tiempo entre la cscala media y cada
reloj: x' = T4~ X'y que las medidas reales han sido realizadas entre el master clock y
cada uno de los relojes restantes: ¢’ = MC — X', el modo en que ¢l ruido en la medida
real (constituido fundamentalmente por la resolucion del contador de intervalos y cuya

. . , o) . . .

varianza se designarda como o ) afecta al vector ruido en la medida y su matriz de

covarianza puede deducirse a partir de la teor{a de propagacion de errores. Definidos x’
i

v &' como se mostro previamente en este parrafo, la relacion entre cada valor x' y el

conjunto de valores &', i=1,..., N, se¢ deduce facilmente con la ayuda de (3.1):
N . ‘\' .
XM=Y E i=1L N (7.8)
=t

Y a partir de (7.8) se alcanzan los diferentes coeficientes de sensibilidad:

ox'
5 £ =1-w,
? (7.9)
ox' .
05 =-w;, [#]
de donde resulta la siguiente expresion para las varianzas combinadas o, :
O'jjzg,cr(f=(1+Z/m_f—2a)i)cr§ i=1,...,N (7.10)

7.3.5 Validacion de pesos

La mancra en que el algoritmo =valta la bondad en el comportamiento de cada reloj
durante la ejecucion se basa en el control v actualizacion de un vector designado como
“de validacion”. Este vector se compone de valores unidad o nulos, dependiendo de que
el reloj que tiene asignada esa componente esté o no contribuyendo a la cscala conjunta

en determinado instante. Los vectores guardan a su vez informacion del instante al que
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hacen referencia, y forman parte de un fichero histérico para constancia y evaluacién de

cualquier comportamiento extrafio acaecido.

El vector de validacion toma inicialmente los valores que resultaron en la iteracion

anterior, y tan solo sufre modificaciones si se da una de las siguientes condiciones:

o Sc ha habilitado el alta de un reloj a través de una “bandera” de alta, que
proporciona esta informacion al algoritmo, y existe solucién para la estima de
varianza absoluta asociada al mencionado reloj. En dicho caso, la componente
correspondiente del vector de validacion toma el valor unidad.

» la diferencia entre la frecuencia media del reloj /—simo, relativa a la escala 74, en

los altimos treinta dias (y;Od ), ¥ la de dicho reloj, relativa a la escala 74, en las

v i . .
altimas dos horas ( y,,, ), se mantiene superior en valor absoluto a 3o, ; -

La primera condicidn parece obvia, y obliga a que una vez que se ha privado a un reloj
de participar en la elaboracion de la escala, solo pueda volver a integrarse por decision

ajena al algoritmo, una vez subsanadas las causas que provocaron su salida.

Respecto a la segunda condicidn, es bastante conservadora, y ello se justifica porque el
numero de relojes que constituyen la bateria de patrones del laboratorio del Real
Observatorio de la Armada es reducido, por lo que se ha optado por extraer un reloj solo

cuando realmente se deduzca de su comportamiento que algo serio marcha mal. La
.y i . . .y
cleccion de y,, como pardmetro de referencia en la comparacion se debe a la

predominancia de ruido flicker de fondo en torno a este intervalo de tiempo de
integracion; cllo supone que cualquier medida de frecuencia media sobre la base de
tiempos de treinta dias serd mucho mas estable que cualquier otra medida en otro rango.
A modo de muestra, se acompafia la figura 7.8 en la que se han representado las

mestabilidades en frecuencia de los dos patrones més estables del Real Observatorio de

la Armada, referidas al UTC:
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Estabilidad en Frecuencia
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Figura 7.8: Estabilidad en frecuencia de patrones referidos al UTC.,

Los parametros o,/ =1,..., N, se deducen una vez conocida la distribuciéon de pesos,

pues al 1gual que en la deduccion del ruido en la medida, la inestabilidad en los valores
de frecuencia relativos a la escala media puede derivarse de la inestabilidad que el

fabricante da, en términos absolutos, aplicando nuevamente la teorfa de propagacién de

errores. A partir de las relaciones (3.1) y x' = 74 — X', se deduce la siguiente expresion:

N
x’vzzﬂa).X"‘—X'. i=1...,N (7.11)

Ox’

5 =@, -1

¢ (7.12)
ax = ES

GX,' - j® /
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y las inestabilidades en frecuencia relativas a la escala media quedan expresadas

finalmente del siguiente modo:
7.13) = a))+(l—2) 2 i=1 N
( Ry Oy = oo O-('nb j (0/ O-fabi Tt

Cada parametro o, se refiere al valor de desviacion de Allan especificado por el

fabricante para ese modelo de pat:on en un tiempo de integracion de dos horas.

La eleceton de un “factor de cobertura” igual a 3, cuando la inestabilidad en los relojes
muestra un caracter gaussiano, supone que el rechazo se produce cuando el valor de
frecuencia media relativa al 74, observado en las dos ltimas horas, se encuentra fuera

del mtervalo de confianza para ¢l que en condiciones normales hubiera existide una

probabilidad del 99.73% de caer dentro de éL

La figura 7.9 muestra ¢l diagrarna de flujo asociado a los procesos de ponderacion,

prediceion y validacion (apartados 7.3.3. a 7.3.5):
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Figura 7.9: Diagrama de flujo asociado a los procesos de ponderacion, prediccidon y validacion.
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7.3.0 Proceso de calculo de 1a escala

Transcurrido un periodo transitorio de 30 dias, en el que los pesos relativos asociados a

los relojes se mantuvieron constantes, y durante el cual se determinaron las diferencias

de fase—tiempo entre la escala media y cada reloj a intervalos de dos horas, el vector de

estado de partida para el predictor K4ALMAN vy la estabilidad en frecuencia de cada reloj

(relativa a la escala TA(ROA)) para tiempos de integracion de dos horas; todos los dias,

a intervalos regulares de dos horas (comenzando a las 0 h 1 min UTC(ROA) del dia), sc

realizan secuencialmente las siguientes tareas:

o

(U8

N

8.

9.

10.

1.

A partir de los registros efectuados por los sistemas de medida, se actualiza ¢l
fichero de trabajo para el calculo de 74(ROA).

Se corrigen los saltos intencionados de fase que pudieran acarrear discontinuidad en
la escala.

El dia 1 de cada mes a 0 h UTC(ROA), se vuelve a estimar la estabilidad en
frecuencia de cada reloj, relativa a la escala TA(ROA), para tiempos de integracion
de dos horas.

Se crea el vector de validacion actual a partir de la union légica del vector de altas y
el vector de validacion en el instante previo.

Partiendo del vector de validacion actual, y de los valores de varianza (de Allan)
absoluta en vigor, se efectiia un calculo preliminar de los pesos.

Se determina la matriz de covarianza asociada al ruido del sistema.

Si ha habido variacion en el ruido del sistema de medida, se actualizan las matrices
de covarianza asociada al ruido en la medida y de crror cuadratico medio del
predictor.

Si ha variado la distribucior. de pesos, se actualizan las matrices de covarianza
asociada al ruido en la medide. y de error cuadratico medio del predictor.

Se electia la media ponderada, y se determinan las diferencias de fase entre la
escala T4 y cadareloj H,.

Se aplica la condicion de validacion y, siempre que se efectie el descarte de un reloj
y una vez actualizado el vector de validacion, se reiteran las acciones establecidas
por los puntos 3, 6, 8,9y 10.

Se caleulan la ganancia del predictor, ¢l predictor 6ptimo y su error cuadratico

medio.
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Previamente, otro programa cjecutable determina si corresponde efectuar la estima de
las varianzas (de Allan) absolutas que estaran en vigor durante un mes, y calcula estas

estimas una vez confirmado que dispone de los datos necesarios para ello.

[.a cscala atdmica asi definida es una escala libre en la que se ha optimizado la
estabilidad para un tiempo de integracion de veinte dias; la marcha de la escala es ahora

mads cstable, pero nada puede decirse hasta este momento de la exactitud.

Dado que se ha establecido un punto de partida para este nuevo algoritmo en el DIM
52499 (13 de agosto de 2002) a 12 h, fecha en que determinados problemas
relacionados con la alimentacion de equipos y el control de las condiciones ambientales
cn el laboratorio pusieron en peligro la integridad de la bateria de patrones. se han hecho
coincidir las diferencias de fase—tiempo y de frecuencia entre las cscalas TAlL y
TAROA) en el instante de partida con sus correspondientes entre UTC y UTC(ROA)
extrapolados desde los instantes previos hasta ese justo momento. El desplazamiento de
fase mtroducido es de 7604.1 nanosegundos, en tanto el de frecuencia es de 18.6752

.-l
nanosegundos-dia™ .

Como resultado final, este algoritmo devuelve informacion del DIM, la hora del dia, y
fa diterencia de fase—tiempo entre la escala atomica TA(ROA) y el master clock (en

nanosegundos).

Las tiguras 7.10 y 7.11 permiten apreciar la mejora alcanzada desde ¢l punto de vista de
la estabilidad. 1.a primera de cllas muestra la inestabilidad en frecuencia de TZA(ROA),
relativa al TAL y de UTC(ROA), relativa a UTC, para diferentes intervalos de tiempo
de integracion sobre la misma base de tiempos empleada en la figura 7.11. Cabe
significar que las barras de error representan una incertidumbre expandida
correspondiente a un ntvel de confianza del 95% (20 ): y que presentan un tamafo
cons:derable por el momento, ya que se dispone de un nimero de muestras limitado por

¢l tiempo transcurrido desde la fecha establecida como punto de partida del algoritmo.

Observese la razén existente entre las estimas de las desviaciones de Allan para

diferentes intervalos de tiempo de integracién: aunque para intervalos de tiempo
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comprendidos entre 5 y 10 dias, la razén p(r)= O')T,AI“M(ROA) (r)“/a;”‘c'” ICRON(7) es
ligeramente superior a la unidad, para el intervalo de tiempo elegido de optimizacion de
la estabilidad se alcanza un valor p( 7 =20dias ) algo inferior a la unidad, que por otra
parte es consistente con los resultados tedricamente esperados, pues ante la hipdtesis de

independencia entre patrones, la estima de la matriz de covarianza de los relojes R, y

el teorema de Gauss—Markov llevan a estimar la covarianza (en el caso que nos ocupa:

varianza) de la escala conjunta 74, mediante la siguiente expresion:

COV[TA]'—: o;, = (u"' ‘R, ‘u )'l = (7.14)

con u representando a un vector columna de N términos.

[Zstabilidad en Frecuencia
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Figura 7.10: Comparativa entre las inestabilidades asociadas a las escalas TA(ROA) y UTC(ROA),
referidas al TAY (UTC).
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Emplcando como estimas de las desviaciones de Allan de cada uno de los cinco relojes,
para un intervalo de tiempo de integracion de 20 dias. las que resultan del calculo de
inestabilidad de cada reloj, relativo al TAL 6.51x1077, 7.83x10 ", 1.68x10 ",
141> 10 "y 4.64x107"; la desviacion de Allan de T4 una vez aplicado (7.14) resulta
ser 4.52x10 7, lo cual es algo inferior al valor obtenido a partir de las diferencias de
fase- dempo TAI-TA(ROA): 6.46x107" | si bien son datos consistentes si s¢ tienen en

cuenta las incertidumbres asociadas, aun significativa, en ambos casos.

L.a mayor estabilidad en TA(ROA) para tiempos de integracion medios-largos se pone
de manifiesto en la figura 7.11. Obsérvese como la nueva cscala “absorbe™ las
pronunciadas discontinuidades en frecuencia que presenta UTC(ROA) en los DIM’s

52559, 52619, 52704, 52819 6 52979.
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Figura 7.11: Diferencia entre las escalas UTC y UTC(ROA), y entre las escalas TAl y TA(ROA), desde

agosto de 2002 hasta enerd de 2004,

7.4.  Disciplinado de TA(ROA): la nueva escala UTC(ROA)
[.os problemas derivados del acceso diferido a la escala UTC han sido tratados con la

profundidad requerida en el capitulo 5. La soluciéon adoptada pasa por la realizacion de
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la prediccion conforme a un simple predictor lineal basado en la media movil (cociente

incremental) de las diferencias de fase-tiempo Xyremony = UTC —UTC(ROA), previa
climinacion del disciplinado para recuperar el proceso ;. zoa, de segundas diferencias

con carécler estacionario, sobre la base de un intervalo de tiempo 7 = 55 dfas .

Para el intervalo de tiempo de prediccion 7T =71 =55dias, el error rms estimado

prediccion

sera (5.6): (7 = 55dias )~ 224 ns.

El algoritmo de disciplinado propuesto ha sido disefiado en lenguaje MATLAB vy
posteriormente trasladado a formato ejecutable. Este algoritmo se ejecuta el dia 25 de
cada mes a 0 h UTC(ROA), con posterioridad a la ejecucion del algoritmo de calculo de
TA(ROA). El algoritmo requiere ¢l conocimiento de las diferencias de fase~tiempo entre
UTC y UTC(ROA), publicadas por la Secciéon de Tiempo del BIPM en su Circular T,
correspondientes a las 0 h UTC de los DJM’s acabados en 4 6 9 y comprendidos en el

mes previo al de caleulo. Este algoritmo genera un fichero que contiene la siguiente

informacion:

+ Referencia a la fecha en que se aplica una nueva correccion sobre UTC(ROA): 7, .

« DPrediccion de la diferencia de fase-tiempo en el instante de aplicacion de la
correccion: £, (ROA) (F4ise ) -

+ Correccion aplicada en ese instante (en unidades de ns/d): g, won) (fise.) -

» Correccion acumulada hasta ese instante (en unidades de ns/d).

La correccion g, mosy @ aplicar en cada instante de disciplinado ¢

no sera

disc.
finalmente la que haga £, goa, (Zjoas) =0 En su lugar, y tras cfectuar diferentes
pruebas sobre procesos simulados que combinan ruido blanco y camino aleatorio de

frecuencia en las mismas proporciones que 74(ROA), se ha optado por tomar g, )

tal que 2, wom postdise) = £ Fpiemony Paise. ) » con £ =0.35. Con esta modificacion se
consigue suavizar el disciplinado que da exactitud a UTC(ROA), reduciendo la

aportacion de inestabilidad propia del proceso de disciplinado. Con esta nueva

consideracion, la ecuacion (5.4) queda como sigue:
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|z 1 ; UTCROA) |l TCIROA) _—
(7' [3) fs’(w'u‘\(,)»\)(.lmsc.) - T {(l - E)x(,’/’('(ROA) (fi) + [( B 2)' Tl‘c/1211'dé + ]disu. ( ]y(l,,f) {
disc.

Fste algoritmo se viene aplicando sobre la nueva escala TA(ROA) desde que existen
datos suficientes para efectuar la primera prediccion. La primera y sucesivas
correcciones se aplican los dias 25 de cada mes a 0 h UTC(ROA), desde el mes de

novicmbre de 2002.

Los resultados obtenidos se exponen en la figura 7.12. En esta figura se pone de
manifiesto como, obviando el periodo transitorio que tiene lugar entre los dias 52603 y

52604, o escala UTC(ROA) converge hacia UTC.
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Figura 7.12: Diferencia entre las escelas UTC y UTC(ROA), y entre las cscalas UTC y la nueva
realizacion de UTC(ROA), desde agosto de 2002 hasta enero de 2004.

Durante el periodo de tiempo en que se ha calculado la nueva escala, la variacion pico a
pico de la diterencia UTC-UTC(ROA) ha sido 65 ns, siendo la maxima separacion de

U/TCIROA) respecto de UTC 42 ns. No obstante, y de acuerdo con c¢l error rms
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calculado para la prediccion, el algoritmo de disciplinado prevé mantener UTC(ROA)

en un intervalo a lado y lado de UTC de + 45 ns, con un nivel de confianza del 95%.

La figura 7.13 muestra las estabilidades de UTC(ROA) y de su nueva realizacion,
referidas a UTC. La estabilidad dz la nueva realizacion es peor que la de UTC(ROA) en
el rango de 5 a 10 dias, pero se equiparan para tiempos de integracion de 20 dias y
mejora  significativamente para rangos comprendidos entre 40 y 80 dias.
Desafortunadamente, al haber excluido en la estima de la estabilidad a todos aquellos
datos comprendidos entre los DIM’s 52603 y 52664, no hay informacion suficiente para
hacer una estima mas tiable a 40 o mas dias que corroboren lo que se¢ ha comentado al

principio del parrato.
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Figura 7.13: Comparativa entre las inestabilidades asociadas a la escala UTC(ROA) y a su nueva

realizacion, ambas referidas a UTC.
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7.5. Realizacién fisica de UTC(ROA)

La materializacion de la escala UTC(ROA) se lleva a cabo a la salida de un desplazador
de fase y frecuencia controlable via RS-232 (modelo HROG ~ 5, de Spectra Dynamics)
cuya sefial de referencia a la entrada procede del MC. Este equipo permite generar
desplazamientos de fase y de frecuencia de muy alta resolucion respecto de la sefial de

refercncia a la entrada: 0.3 fs (femtosegundos) de resolucion en fase—tiempo y 5x 107"

de resolucion en [recuencia a la salida.

En fancionamiento normal sole se hace uso de la opcion de desplazamiento en
frecucncia. Las ordenes de desplazamiento en frecuencia se envian automaticamente,
todos los dias a 0 h UTC(ROA), en caso de detectarse alguna variacion respecto del dia
anterior. Estas drdenes se generan desde el mismo ordenador que gestiona la realizacion

de la escala T/[(ROA) y su disciplinado (UTC(ROA)), ambas realizadas “en papel”.
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Figura 7.14: Estima del valor rms del error obtenido en la prediccién de la frecuencia de T4(ROA),

relativa al MC, en funcion del intervalo de tiempo de la media movil 7, para un intervalo de

ticmpo de prediccion de 1 dia.
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Las correcciones diarias en frecuencia sobre el MC se deducen de la suma de dos

componentes: la primera de ellas es la componente g, rop (Tyse) que resulta en el

disc.
disciplinado de T74(ROA) a partir de la prediccion a 55 dias y gracias a la cual se logra
el acuerdo entre 74(ROA) y UTC/TAL esta componente permanece en vigor durante el
periodo comprendido entre las 0 h UTC(ROA) del dia 25 del mes y las 0 h UTC(ROA)
del dia 25 del mes siguiente. La segunda componente se calcula diariamente a 0 h
UTC(ROA), como la frecuencia media de TA(ROA) referida al MC durante los ultimos
diez dias; su aplicacion permite establecer un acuerdo entre el MC y TA(ROA). Esta
eleccion se debe a que tal como se observa en la figura 7.14, el error cuadratico medio
cometido en la prediccion en frecuencia promediada a un dia alcanza un valor minimo

de 2.6 ns/d para periodos de tiempo de promediado de 10 dias (o superior).

El método seguido para la elaboracion de la figura 7.14 es muy similar al de elaboracion
de la figura 5.2. En esta ocasién se ha hecho uso de las lecturas de diferencias de fase--
tiempo entre la escala TA(ROA) y el MC disponibles hasta la fecha (datos a 0 h
UTC(ROA) de cada dia). Con estos valores reales, se han calculado las frecuencias
relativas para diferentes valores de 7', comparandolas a continuacion con la frecuencia
relativa observada en el dia siguiente al de promediado. La figura 7.14 pone de
manifiesto como ante la presencia predominante de ruido blanco de frecuencia, la mejor
estima la constituye la media de las diferentes muestras de frecuencias promedio en un
namero que para el caso que nos ocupa bastard con que sea igual o ligeramente superior

a 10 dias, tal como se comentd en el parrafo anterior.

Una vez materializada la escala, un distribuidor de pulsos la reproduce (UTC(ROA)r)
y distribuye en tiempo real a varios puntos del laboratorio; dos de sus salidas toman

parte de los sistemas de medida descritos en el apartado 7.3.1.

Las nucvas lecturas MC-UTC(ROA) [, permiten hacer una comprobacion final del error

existente entre la escala de papel UTC(ROA) y su materializacion UTC(ROA)  ,

alertando en caso de ua eventual comportamicnto anémalo.

La figura 7.15 muestra la nueva configuracion de los diferentes equipos implicados en

la generacion de la escala UTC(ROA).
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CONCLUSIONES

LLa realizacion de una referencia temporal requiere la eleccion y establecimiento de un
origen de tiempos y la definicién de una unidad de duracidon o intervalo de tiempo a

partir de un proceso fisico con dos estados bien identificables.

El alto grado de exactitud y estabilidad alcanzada en la frecuencia derivada de la
transicion entre niveles hiperfinos del estado fundamental del atomo de cesio ha llevado
a adoptar un multiplo de ésta como definicién de la unidad de tiempo del Sistema

Internacional de unidades.

El importante avance tecnologico logrado en el disefio de patrones atomicos en las
ultimas décadas ha permitido elevar el nivel de precision en la medida del tiempo,

llegando a definirse la unidad de segundo SlI, para tiempos de promediado en torno a un
mes, con una exactitud mejor que 1x10™* y una incertidumbre relativa (1 ¢ ) inferior a

2.2x107" . Una vez fijado el origen de tiempos, la realizacién de una “escala de tiempo

atomico™ tan solo requiere la continua acumulacién de segundos SI.

La realizacion de una escala temporal requiere, por tanto, la disponibilidad de uno o mas
relojes de precision; pero no es menos importante el desarrollo de un algoritmo
matematico con capacidad para evaluar las caracteristicas intrinsecas de cada reloj a
partir de las medidas efectuadas, que tenga en cuenta el modelo de ruido del sistema de
medida empleado y que combine la informacion relativa a los diferentes relojes de
manera que resulte una UGnica referencia temporal, de mejores caracteristicas

metrologicas que cualquiera de las derivadas directamente de los relojes que integran ¢l

conjunto.

Un ¢jemplo claro de realizacion a partir de un conjunto de relojes lo constituye el
Tiempo Atomico Internacional (TAI). Esta es una escala de tiempo coordenado definida
en un marco de referencia geocéntrico, en el que se toma como unidad de escala el
scgundo SI realizado sobre el geoide en rotacion. El particular modo en que ha sido

definida le hace ser muy fiable, ademas de mantener un alto grado de exactitud,
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habiendo sido adoptada oficialmente como referencia convencional para todas las

aplicactones.

El Tiempo Universal Coordinado (UTC), que constituye la base de¢ la hora legal de
cualquier pais, sigue el movimiento de rotacion de la tierra por debajo de 1 spa;
manteniendo las mismas cualidades metrologicas que el TAL Esto se debe a que se le

hace diferir del TAIL en un nimero entero de segundos (Star).

TAD'y UTC presentan, no obstarite, un inconveniente: el acceso diferido a ellas impide
su uso en tiempo real. Lo cual solo es solventado mediante la realizaciéon de escalas de
tiempo llevadas a cabo en los propios laboratorios de referencia nacionales, en estrecha
concordancia con el UTC. En este sentido, el CCDS (en la actualidad el CCTT)
establecio como deseable objetivo en el afio 1993 que se mantuvieran las diferencias

entre UTC y una determinada realizacion UTC(k) dentro de £100 ns.

La realizacion de una escala de tiempo que cuidara fundamentalmente el cumplimiento
de la recomendacion citada en el parrafo anterior, y que reuniera a su vez muchas otras
cuahdades tales como la estabilidad y la fiabilidad, ha sido la razon de ser y ¢l objetivo
de este trabajo de tesis. Previamente al disefio, se ba dedicado gran parte del trabajo a

profundizar en el conocimiento de los diferentes problemas inherentes a la realizacion

de la escala.

El capitulo 2 se ha dedicado a la caracterizacion del modelo de sefial que mejor se ajusta
a los relojes de precisién, tanto en su componente sistematica como aleatoria. Se han
introducido las variables que se emplearan con posterioridad: desviacion normalizada de
[recuencia y desviacion de fase—tiempo instantinea; dando paso a los parametros que se
cmpiearan en la caracterizacion de las fluctuaciones estadisticas: la densidad espectral
de potencia (dominio de la frecuencia de Fourier) y la varianza de Allan (dominio del
tiempo). kn relacion con estos dos estadisticos, se ha expuesto como de la evolucion de
ambos en sus respectivos dominios puede deducirse la predominancia de alguno de los

cineo tipos de ruidos habitualmente presentes en este tipo de relojes.

LLos capitulos 3 a 5 resuelven cada uno de los tres problemas fundamentales presentes en

la rcalizacion de la escala, a saber: La eleccién de los pesos relativos con que se

)
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combinaran linealmente las lecturas correspondientes a cada reloj para dar lugar a la
escala de tiempo conjunta, la prediccion de frecuencias (relativas a la escala media) de
cada reloj que permita asegurar la continuidad, tanto en fase como en frecuencia, de la
escala de tiempo conjunta ante una redistribucion de pesos, y el disciplinado de la escala

que proporcione el necesario grado de conformidad con UTC.

Una vez introducida la necesidad de disponer de una estima de la varianza absoluta (de
Allan) de cada reloj como parametro previo al calculo de los pesos relativos a emplear
en la media ponderada cuando se desea optimizar la estabilidad de la escala de tiempo
conjunta, y vista la dificultad en obtener estas estimas a partir de las estimas de las
varianzas referidas a pares de relojes (estadistico directamente derivado de los
observables en laboratorio: las lecturas de diferencias de fase-~tiempo entre pares de
relojes). se hace un recorrido sobre los antecedentes relativos al problema del “sombrero

¢ tres puntas”, para tinalmente acometer algunas de las innovaciones aportadas en este

trabajo:

a) Ll problema genérico del “scmbrero de N puntas”, segin el cual siempre existen
N valores de (co)varianza que quedan como pardmetros libres, puede resolverse
numdéricamente como la minimizacion de una funcion objetivo supuesta la existencia
de una restriccion de desigualdad. La restriccidon de desigualdad viene dada por la
condiciéon de que el determinante de la matriz de covarianza de los relojes,
expresada en términos de los N parametros libres, debe ser mayor que cero
(condicion necesaria y suficiente para que la matriz sea definida positiva).

b) Se han establecido las condiciones iniciales del problema numérico, asegurando que
el punto de partida se encuentre dentro de la regidn factible establecida por la
condicion de constrefiimiento.

¢) Para la resolucion del problema numérico se han seguido métodos basados en las
ccuaciones de Karush—Kuhn—Tucker, que llevan a los posibles optimos del
problema. No obstante, si el problema es convexo, las condiciones necesarias de
KNKT son ademas suficientes, y si lo es estrictamente, puede asegurarse que de existir
¢l minimo es el unico en el canjunto D de soluciones factibles.

d) Lafuncion objetivo a minimizar ha sido elegida de modo que tenga sentido fisico, es
decir, que exprese fielmente la propiedad de independencia entre relojes a

minimizar, y que a su vez sea sencilla de analizar matematicamente. Esta funcion se
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expresa como la suma cuadratica ponderada de las covarianzas absolutas, en la que
los pesos relativos estan constituidos por aproximaciones sucesivas a la inversa del
producto de las estimas de wvarianzas absolutas asociadas a los relojes a que se
refieren cada término de covarianza en el numerador. Las sucesivas iteraciones
flevaran a minimizar finalmente la suma cuadratica de las covarianzas absolutas
normalizadas. Se ha demostrado que cada uno de los problemas de minimizacion
particulares a resolver son estrictamente convexos, de modo que la soluciéon de cada
problema de minimizacion se emplea como punto de partida de la iteracidn siguiente
en un proceso adaptivo que lleva a un minimo local dentro de la regién factible. La
solucion al problema, de ser uUnica, constituira el minimo global del dominio
factible, y aunque este extremo no puede asegurarse, si es cierto que la adopcion de
tel solucion ha dado muy buenos resultados tanto sobre datos simulados como sobre

datos reales, lo que fundamenta la eleccion de la funcion objetivo.

("fabe comentar que la técnica del “sombrero de N puntas”, empleada en este trabajo
para determinar la inestabilidad asociada a cada reloj, puede ser aplicada de manera mas
genérica como téenica de desacoplo de ruidos ante procesos con presencia de ruidos

aditivos de diferente procedencia.

[.a duda fundada de si realmente es cierta la hipotesis de independencia entre relojes que
justifique la eleccion de la funcion objetivo, o de si debe o no hacerse uso de las estimas
de covarianzas absolutas resultantes de la aplicacion de la técnica anterior, ha lievado a
desarroliar un procedimiento de evaluacion de la independencia entre relojes mediante
un test de hipotesis, basado en rablas de contingencia, lo cual constituye otra de las
particulares aportaciones de este trabajo. Con un nivel de significancia de a =5%. la
practica totalidad de los relojes han superado el test, lo cual implica que la hipotesis de
independencia esta justificada. El tinico caso que suponia el rechazo de tal hipotesis
estaba asociado a dos relojes cuyos tubos se encontraban en el ultimo tercio de vida, por
fo que cabria esperar el progresivo deterioro en el comportamiento de ambos. En este
sentido, el test de independencia podria ser una herramienta Gtil en la deteccion de

hechos tales como ¢l de agotamiento de tubos antes citado.

l.a bhipodtesis de independencia entre relojes justifica el uso de la funcion objetivo

cmpleada en el problema del “sombrero de N puntas”, si bien sigue suscitando la duda
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de st deben o no emplearse los términos de fuera de la diagonal de la matriz de
covarianza de los relojes en la dererminacion de los pesos. La respuesta a esta cuestion
es que cuando se verifica la hipotesis de independencia no existe diferencia significativa
entre la estabilidad de la escala conjunta obtenida a partir de la matriz de covarianza
absoluta completa y la que se deduce del especifico uso de su diagonal, por lo que por

sencillez en la programacion del algoritmo de céalculo se hace uso de la segunda opcion.

El final del capitulo 3 ha sido dedicado a la evaluacion del algoritmo de estimacion de
varianzas absolutas, siendo destacable el hecho de que bajo condiciones de correlacion
débil. a partir de cinco relojes en el conjunto se mantienen unos errores en el céalculo de

las desviaciones de Allan de cada reloj por debajo del 10% respecto de sus valores

verdaderos.

El capitulo 4 presenta el problema de la prediccion como garantia de continuidad, tanto
en fase-tiempo, como en su primera derivada. Una vez introducido el efecto que
produce la redistribucion de los pesos asignados a los relojes del conjunto, se expone la
manera de compensar los “saltos” mediante la inclusion de términos correctores en la
expresion de la media ponderada. Parte de estos términos se identifican con la

prediccion de frecuencia de cada reloj, relativa a la escala de tiempo conjunta, de ahi la

necesidad de efectuar la prediccion.

Tras hacer una breve incursién en la teoria de la prediccion, y particularmente en la
téenica ARIMA, se acomete el estudio del filtro KALMAN como claro candidato para
llevar a cabo la tarea de la prediccion. Este filtro es una version dindmica de los
minimos cuadrados para el que s¢ ajusta bastante bien el modelo de reloj de precision,
en ¢l que se ha supuesto Ia Unica presencia de ruido blanco de frecuencia. Este modelo
es muy simple pero a la vez muy adecuado en patrones de haz de cesio para intervalos
de tiempo de dos horas (el adoptado en este trabajo entre actualizaciones de la escala de

ticmpo conjunta).

El capitulo 5 se dedica al planteamiento del problema de disciplinado de la escala de
tiempo conjunta: una vez obtenida la escala temporal de estabilidad dptima a partir de la
combinacion lineal de las lecturas de fase—tiempo correspondientes a varios relojes, en

la que se han evitado las discontinuidades o “saltos” ante la redistribucion de pesos
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relativos, queda pendiente el disciplinado requerido para lograr el acuerdo con UTC. El
gobicrno de la escala requiere nuevamente el empleo de las técnicas de prediccion, que
deberan tener en cuenta no solo el intervalo de tiempo entre predicciones, sino también
el retardo de acceso a la escala UTC. El predictor empleado es lineal, de tipo media
movil de dos puntos, que se aplica sobre ¢l proceso que resulta de deshacer las
correcciones previamente introducidas a la escala de origen en sentido regresivo, de este
modo puede asegurarse que la escala obedece a un proceso cuyas segundas diferencias
son cstacionarias; de otro modo, las correcciones aplicadas regularmente cada mes
imposibilitarian el tratamiento del proceso desde un punto de vista estadistico, por su
claro caracter evolucionista. Conocida la prediccion de frecuencia, el disciplinado es tal
quc intenta cancelar la diferericia o “error” de fase—tiempo para el instante en que debe

aplicarse la siguiente correccion.

Il final del capitulo 5 se dedica al estudio de la estima del error cometido en la
prediccion ante diferentes supuestos, en particular el aplicable en la nueva realizacion
de LTCROA), para el que se ha resuelto emplear el predictor lineal de tipo media
movil de dos puntos, con un intervalo de tiempo de promediado coincidente con el

intervalo de tiempo de prediceion: 55 dias.

El capitulo 6 se ha dedicado @l estudio de diferentes algoritmos empleados en la
actualidad en la construccion de escalas de tiempo atémico. Todos ellos comparten las
mismas hipdtesis de fondo. aunque tengan diferentes caracteristicas en funcion de la

finalidad para la que cada cual ha sido construida o de la situacidon experimental en que

tiene lugar su elaboracion.

Ll capitulo 7 trata expresamente la realizacion practica de la escala de tiempo conjunta.
Fn este capitulo se hace uso de todo el desarrollo conceptual y de calculo introducido en

los capitulos 2 a 5, debiendo subrayarse lo siguiente:

a) Las conclusiones obtenidas de la aplicacion del test de independencia cntre relojes,
s¢ han visto consolidadas con la mejora en las caracteristicas de controt de la
temperatura y humedad relativa en la sala en que se ubican los relojes y con la
progresiva sustitucion de los modelos antiguos HP 5061 de Hewlett Packard por los
nuevos modelos 5071A de Agilent Technologies.
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b)

d)

£)

La caracterizacion del ruido inherente al sistema de medida ha puesto de manifiesto
que la periodicidad con la que se venian efectuando las medidas era muy critica. La
periodicidad de 15 minutos pedria haberse mantenido de haber dispuesto de mejores
contadores de intervalo de tiempo. La comparacion entre este ruido, blanco de fase,
y el asociado a la pareja de relojes mas estables del laboratorio del ROA, blanco de
frecuencia en el rango de interés, aconsejan el uso de un nuevo periodo de muestreo
igual o superior a dos horas. Dos horas ha sido el periodo de muestreo seleccionado
ante la imposibilidad circunstancial de adquirir nuevos contadores de intervalo de
tiempo con mayor resolucion.

La cstima de varianzas absolutas optimiza la estabilidad de la escala de tiempo
conjunta para un tiempo de integracion de 20 dias. La eleccion se debe a que siendo
un multiplo de la periodicidad con la que el BIPM declara la diferencia entre UTC y
cada realizacion particular UTC(k), supone un intervalo de tiempo dentro del rango
cn el que el retardo de acceso a UTC hace que se desconozca la marcha de la
realizacion propia UTC(ROA) respecto de la referencia: UTC. A mayor estabilidad
en ese rango, mayor bondad en la estima de la prediccion a realizar y menor
incertidumbre en el disciplinado que busca el acuerdo con UTC.

Las varianzas absolutas se calculan sobre la base de tiempo de un afio, a partir de las
lecturas correspondientes a las 0 h'y 12 h UTC(ROA), actualizandose regularmente
al final de cada mes y manteniéndose en vigor durante el mes proximo. Las series
temporales relativas a un reloj podrian ser, no obstante, de menor longitud. El
minimo se ha establecido en 420 datos, correspondientes a siete meses, para evitar
una incertidumbre relativa alta en el calculo de la varianza asociada a tal reloj. La
longitud del registro de lecturas actia en la definicidon de los pesos absolutos para
tener en cuenta la mayor incertidumbre en la determinacion de la estima al basar el
cilculo en un menor numero de datos.

El limite en la aportacién de cada reloj a la escala media, entendido como un
artificio empleado para garantizar la fiabilidad, asi como la estabilidad y exactitud,
sc ha establecido en 0.65 en terminos relativos.

Un filtro KALMAN es el encargado de efectuar la prediccion de frecuencias de cada
reloj, relativas a la escala de tiempo conjunta, promediadas a dos horas. Los
pardmetros integrantes del filtro estan sometidos a ajustes al margen de la
transformacion dinamica propia del proceso recursivo. Estos ajustes tienen lugar:

cada mes, sobre la matriz de covarianza asociada al ruido del sistema,
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h)

eventualmente, cuando tenga lugar un cambio en la instrumentacion empleada en la
medida, y siempre que se produzca una redistribucion de pesos.

El algoritmo evaltia la bondad en el comportamiento de cada reloj mediante la
comparacion de la diferencia entre la frecuencia media del reloj, relativa a la escala
conjunta, en los Ultimos treinta dias, y la de dicho reloj, relativa a la escala conjunta.,
en las altimas dos horas. La validacion de pesos solo tiene lugar si la diferencia se
mantiene inferior en valor absoluto a la inestabilidad esperada para un tiempo de
integracion de dos horas (30 ), deducida de las especificaciones dadas por el
fubricante para determinado modelo de reloj y de la inestabilidad de la escala
conjunta. El empleco de la frecuencia media promediada a treinta dias como

referencia en esta evaluacion se debe a que para este tiempo de integracion, los

rclojes muestran ruido flicker de fondo, es decir, méxima estabilidad en la medida

de la frecuencia media.

I a escala de tiempo conjunta hasta ahora obtenida es una escala de tiempo atomico
muy cstable, de fiabilidad significativamente mayor al estar integrada por un
conjunto de relojes, v que marcha libremente. Es la escala denominada 74(ROA). El
origen ha sido establecido a las 12 h del DIM 52499 (13 de agosto de 2002),
momento en el que se hizo coincidir la diferencia de fase-tiempo y-la frecuencia
respecto de UTC con los valores que mostraron UTC(ROA) respecto de UTC en ese
preciso instante.

Para lograr el acuerdo con UTC, se ha optado por definir una nueva escala deducida
de TA(ROA), la escala UTC(ROA). En otras circunstancias (mayor estabilidad en la
escala TA(ROA)) hubiera bastado con controlar la adecuacion a UTC a partir de
pequenias correcciones en frecuencia que apenas hubieran afectado a la estabilidad
de la escala conjunta, pero el reducido ntimero de relojes integrantes del conjunto y
el orden de inestabilidad cn éstos sugieren la realizacion de la nueva escala
LTCROA), menos  estable que TA(ROA), pero proxima a UTC. La nueva
realizacion de UTC(ROA) esta totalmente automatizada,‘ frente a la elaboracion que
so venia haciendo, en la que ¢l gobierno de la escala se hacia de manera esporadica
cuando se apreciaba qué la diferencia respecto de UTC se aproximaba al limite de

1100 ns. El disciplinado, de ser necesario, se aplica el dia 25 de cada mes a 0 h

{TC(ROA).
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La escala TA(ROA) muestra una estabilidad de O"IT,AI“M(ROA) (’L’ =20 dias) =6.46x107",

lo cual supone una ligera mejora respecto de la estabilidad del master clock en el mismo

periodo en el que se ha basado ¢l célculo anterior: O';H‘C‘MC (r =20 dias) =6.51x107" .

I.a mejora no es mayor por la limitacion practica de disponer de un ntiimero reducido de
relojes. si bien la teoria que soporta la realizacién de TA(ROA) augura muy buenos
resultados de haberse dispuesto de mayor niimero de relojes de altas prestaciones. Estos
valores deben ser tomados, no obstante, con ciertas reservas, pues las incertidumbres

asociadas son aun elevadas al disponer de un numero de datos reducido.

Para la nueva escala UTC(ROA) se ha estimado un error rms en la prediccion de
g(’/’ =55dias ) ~22.4ns, lo que supone que UTC(ROA) se mantendra en un intervalo a
lado y lado de UTC de £45ns, con un nivel de confianza del 95%. Durante el periodo
de tiempo en que se ha calculado la nueva escala, la variacién pico a pico de la
diferencia UTC-UTC(ROA) ha sido 65 ns, siendo la maxima separacion de UTC(ROA)
respecto de UTC 42 ns. Este valor se mantiene por debajo de los +45ns que prevé la
teoria aplicada, y desde luego, se mantiene muy por debajo de los +100ns
recomendados por el CCTF. Respecto a la estabilidad de UTC(ROA) con la nueva
realizacion, puede decirse que si bien es ligeramente inferior a la del master clock para
tiempos de integracion inferiores a veinte dias, practicamente se equiparan para tiempos
de integracion de veinte dias, y aunque es pronto para extraer conclusiones definitivas,

parece obvio que para tiempos de integracidn mayores la estabilidad de UTC(ROA)

superard a la del master clock.

La nueva realizacion de UTC(ROA), construida “en papel”, ha sido realizada
fisicamente a partir del master clock, cuya salida se ha gobernado mediante un
desplazador de fase y frecuencia, que produce la escala UTC(ROA),, adecuada a
UTC(ROA). La realizacion fisica de UTC(ROA) es ligeramente mds inestable que la
correspondiente de papel, pero mantiene su acuerdo con UTC ademas de ser una escala

disponible en el laboratorio del Real Observatorio de la Armada en tiempo real.

El resultado final de este trabajo de tesis puede resumirse en la consecucion de una
nueva realizacion de la escala UTC(ROA), elaborada automaticamente y realizable

fisicamente en tiempo real, tan estable a medio y largo plazo y mucho mds exacta que la
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realizacion que se venia haciendo tradicionalmente, ademas de ser muy fiable al basarse
en la aportacion de varios relojes. La elaboracion de UTC(ROA) ha hecho uso de una
escala de tiempo atomico TA(ROA) muy fiable y mucho mas estable a medio—largo
plazo que la propia realizacion de UTC(ROA) o cualquiera de los relojes integrantes del
conjunto, pudiendo ser de utilidad para gran variedad de aplicaciones. l.a notable
mejoria en la definicion de UTC'ROA) redundara en la hora legal espafiola, por estar

basada precisamente en UTC(ROA) conforme establece el R.D. nim. 1308/1992, de 23
de octubre de 1992.
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ACRONIMOS

ACOV: Covarianza (de 4l/an).

ARIMA: Proceso Integrado Autoregresivo y de Media Movil.
ARMA: Proceso combinado Autoregresivo y de Media Movil.
AVAR: Varianza de Allan.

BIH: Buro¢ Internacional de ia Hora.

BIPM: Bur6 Internacional de Pesas y Medidas.

BNM-SYRTE: Burd Nacional de Metrologia,
Sistemas de Referencia Espacio —Temporales.

BRCS: Sistema Celeste de Referencia Baricéntrico.

CCDsS: Comité Consultivo para la Definicion del Segundo.

CCIR: Comité Consultivo Radio Internacional.

CCTF: Comité Consultivo de Tiempo y Frecuencia.

CGPM: Conferencia General de Pesas y Medidas

CIPM: Comit¢ Internacional de Pesas y Medidas.

DJM: Dia Juliano Modificado.

EAL: Escala Atomica Libre.

ET: Tiempo de Efemérides.

FFT: Transformada Rapida de Fourier.

GMT: Tiempo Medio en Greenwich.

GRCS: Sistema Celeste de Referencia Geocéntrico.

GRSg: Sistema Coordenado Geocéntrico en Rotacion.

IAU: Union Astrondémica Internacional.

IERS: Servicio Internacional de Rotacion de la Tierra.

NIST: National Institute of Standards and Technology

SI: Sistema Internacional de Unidades

TAL Tiempo Atémico Internacional.

TA(k): Escala de Tiempo Atomico, realizada por el Instituto «k».

TCB: Tiempo Coordenado Baricéntrico.

TCG: Tiempo Coordenado Geocéntrico.

TDT: Tiempo Dinamico Terrestre.

TT: Tiempo Terrestre.

USNO: Observatorio Naval de Washington.

UT1: Tiempo Universal.

UTC: Tiempo Universal Coordinado.

UTC(k): Escala de Tiempo realizada por el Instituto «k», en concordancia con
UTC.
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