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A todos aquellos que nos guiaron

en el saber matemdtico






PROLOGO

La familia Textos Docentes, que vio la luz el curso pasado, se incrementa con un
nuevo miembro, ALGEBRA LINEAL Y APLICACIONES, cuyo contenido se corresponde
en lineas generales con la asignatura Matematicas II del Grado en Ingenieria de
Organizacién Industrial que se imparte en este Centro Universitario de la Defensa.
Sin embargo, el texto va mas alld de la asignatura, por lo que estamos seguros de
que serd de gran utilidad a estudiantes de otros Grados cientificos o técnicos, asi
como al lector interesado en ampliar sus conocimientos.

Pocas disciplinas matematicas hay que tengan tanta aplicacion como el Algebra
Lineal. Desde herramienta para otras materias como Ecuaciones Diferenciales, a
areas como la Logistica o la animacién de peliculas con ordenador.

La elaboracién de un texto docente por varios autores siempre es compleja, sobre
todo cuando todos ellos tienen responsabilidad sobre la totalidad del texto y no
sobre unos capitulos concretos, pues cada profesor tiene su particular vision de como
presentarlo, en qué hacer mas énfasis, qué orden llevar, etc. Como es de esperar, y
he sido testigo presencial, esta obra no ha sido ajena a estas sanas pugnas, pero la
experiencia docente, su excelente formacién matemadtica y su objetivo de publicar
un texto que sirviese de ayuda a sus alumnos han hecho posible que tengamos entre
las manos un excelente texto, con rigor, cuidadosamente escrito, con numerosos
problemas planteados y resueltos.

En suma, con gran satisfaccién damos la bienvenida a este nuevo titulo, al mismo
tiempo que agradezco personalmente a los autores, los doctores Jorge Martin Mora-
les, Maria Victoria Sebastidan Guerrero y Raquel Villacampa Gutiérrez el esfuerzo,
compromiso y tiempo que han dedicado para que podamos disfrutar de esta obra.

Antonio Elipe
Catedratico Director
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INTRODUCCION

Este libro nace con el objetivo de guiar a los estudiantes en su recorrido por el
mundo del Algebra Lineal, herramienta fundamental para muchas de las asignaturas
que componen cualquier Grado cientifico o técnico.

La asignatura de Matematicas II que se imparte en el Grado en Ingenieria de
Organizacién Industrial exige a los alumnos un alto grado de abstraccién mental
asi como una elevada capacidad de razonamiento. Por este motivo, los profesores
que impartimos esta asignatura en cursos anteriores en el Centro Universitario de la
Defensa creimos conveniente la elaboracién de un texto que ayudara a los alumnos
al desarrollo de las competencias anteriores.

Aunque no hemos dejado de lado el rigor propio de las Matematicas, el texto
esta disenado para fomentar una lectura que facilite la comprension de los concep-
tos explicados, con numerosas aclaraciones y ejemplos resueltos. Hemos prestado
ademaés especial atencién a aplicaciones del Algebra Lineal, presentando situaciones
o problemas de la Ciencia y la Ingenieria, y también alguno de la Defensa, que re-
quieren de esta disciplina para su resolucion. Como consecuencia de la aplicacion del
Algebra Lineal a otras ramas, surge la necesidad de utilizar algin tipo de software
matematico que nos ayude con las operaciones a realizar en la resoluciéon de proble-
mas. Con este propoésito, se incluyen en el texto nociones béasicas relacionadas con
el manipulador simbdlico wrMaxima.

El temario que presentamos es estandar para un primer curso de estudios de
Ingenieria. El primer bloque, correspondiente a los Capitulos 1-4, introduce las he-
rramientas propias del Algebra Lineal: matrices, sistemas de ecuaciones y determi-
nantes. En el Capitulo 5 se introduce el concepto fundamental sobre el que gira toda
la asignatura: el espacio vectorial, y en el Capitulo 6 el concepto que abre las puertas
a la geometria: el producto escalar. En el dltimo bloque, Capitulos 7-9, se relacionan
espacios vectoriales entre si a través de aplicaciones lineales.

Los capitulos siguen todos un mismo esquema interno:

= Comenzamos con una introduccién, en la que se hace un breve recorrido por
los matematicos mas relevantes que han tenido relacién con los temas tratados
en el capitulo; igualmente, se presentan algunas ideas ya conocidas que pueden
ayudar a contextualizar los conceptos.

XI
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INTRODUCCION

El grueso del capitulo se centra en el desarrollo tanto de los contenidos tedricos
como de ejemplos resueltos, que muestran los procedimientos que los alumnos
deben dominar para superar la asignatura.

En el apartado de aplicaciones se citan con bastante detalle situaciones con-
cretas en las que los contenidos del capitulo son de especial importancia.

Otra parte del capitulo va dedicada a la enumeracién y breve explicacién de
comandos del manipulador simbdlico wxMazxima que realizan los mismos pro-
cedimientos, o similares, que los estudiados en el tema. Para una explicacién
mas detallada de los mismos se recomienda utilizar el libro /flgebm lineal con
wrMazima, [6].

El capitulo finaliza con una coleccién de problemas que los alumnos deben
resolver. Junto a ellos, hemos incluido las soluciones de los mismos, para pro-
mover el trabajo auténomo de los estudiantes.

Nuestro deseo es que el texto sea de utilidad tanto para los alumnos que cursen

la asignatura como para aquellos que ya la han superado, sirviendo siempre como
libro de consulta. Esperamos al menos llegar a despertar interés por unas grandes
desconocidas: el Algebra Lineal en particular y las Matemadticas en general.



CAPITULO 1

Matrices 1

En la lectura diaria de la prensa aparecen datos ordenados frecuentemente en
forma de tabla. Este modo claro y sencillo de introducir la informacién facilita su
comprensiéon. En Mateméticas esta ordenacion corresponde al trabajo con matrices.
Una matriz es un rectangulo de datos donde lo importante no son solo estos, sino la
posicién que ocupan.

El concepto de matriz es muy antiguo, ya en la literatura china hacia el 650 a.C.
aparecen alusiones a un cuadrado 3 x 3 y hacia el 200 a.C. se usan matrices para
resolver sistemas de ecuaciones.

Histéricamente la aparicion del concepto de matriz se asocia al matematico inglés
J.J. Silvester hacia 1848, aunque fue Hamilton en 1853 quien desarrolld la teoria
sobre matrices. En 1858, en su trabajo A Memoir on the Theory of Matrices, Cayley
introdujo la notacién matricial como forma abreviada de escribir un sistema de
ecuaciones lineales.

En el presente capitulo se introduce el concepto de matriz, las definiciones y
aritmética necesarias para utilizar la que va a ser la herramienta fundamental en
este curso de Algebra Lineal.

Las matrices se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones, en calculo numérico,
para representar aplicaciones lineales, resolver ecuaciones diferenciales y en deriva-
das parciales. Ademads aparecen en disciplinas tan distintas como Fisica, Estadistica,
Geometria, Economia, Informética, etc. En la actualidad las matrices son parte esen-
cial de cualquier lenguaje de programacion, ya que la manera natural de suministrar
los datos al ordenador es mediante tablas organizadas en filas y columnas.



2 Matrices 1

1.1. DEFINICIONES

Definicion 1.1. Una matriz de n filas y m columnas es una ordenacién rectan-
gular de la forma

ai aij a1m
A= an Qjj Qim
Gnl Qnj Gnm

La matriz anterior se representa abreviadamente como A = (a;j), 1 < i < n,
1 < j < m,y se dice que A es una matriz de orden o dimensiéon n x m. El
elemento a;; se denomina término (o componente) ij y es el elemento de A
que esté en la fila i-ésima y columna j-ésima.

Observacion. Las componentes de una matriz pueden ser de naturaleza muy di-
versa: nimeros reales, complejos, polinomios o incluso otras matrices.

Notacién. Se denota por Mat,, x,(R) el conjunto de todas las matrices A = (a;;)
de dimensién n x m donde a;; € R.

Definicién 1.2. Sea A = (a;;) € Mat,x;,(R). Atendiendo a su dimensién se
distinguen algunos casos especiales:

= Se dice que A es una matriz cuadrada si n = m. En tal caso los elemen-
tos ay, 1 < i < n, forman la diagonal principal de A.

El conjunto de matrices cuadradas de dimensiéon n x n donde los elementos
a;j son nimeros reales se denota por Mat, (R).
= Se dice que A es una matriz (o vector) fila si su dimensién es 1 x m:

A= (a1 a2 -+ aim).

= Se dice que A es una matriz matriz (o vector) columna si su dimensién
esn X 1:
ai
a1
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v Ejemplo 1. Estas son algunas matrices reales de distintos 6rdenes:

1 -4 5 2 .
0 4 -1 2|, (COZU 1_:;>’ (-1 « 3).
3.0 2 -1) . L
orden: 3x4 22 <

Definicién 1.3. Dos matrices A = (a;;) y B = (b;j) son iguales si tienen la
misma dimensién y los elementos que ocupan la misma posicién son iguales, es
decir, Qi5 = bij7 Vl,j

V' Ejemplo 2. Las matrices

1 a 3 1 2 3
A= (2 0 0> , B= (2 0 b)
son iguales si y solosia=2y b=0. o

1.1.1. TIPOS ESPECIALES DE MATRICES

A continuacién se introducen algunos tipos especiales de matrices:
= Matriz nula de dimensién n X m es aquella cuyos términos son todos iguales
a 0, (a;; =0, Vi, 7). La matriz nula se denota por Oy, o simplemente 0:

m

o --- 0
Onxm=1|:n . . |E€ Mat,xm (R).
0 -+ - 0

= Matriz identidad de orden n es una matriz cuadrada que cumple a; = 1,
Vizl,...,n y aij:O, V’L;’éj

Li=1|. . € Mat, (R).

» A € Mat,(R) se dice matriz diagonal si a;; = 0, Vi # j:

ail 0 e 0

_ 0 ag -+ 0

dlag(alla a’227 cty ann) = : : . :
0 0 - apm

Observar que la matriz identidad es una matriz diagonal cuyos elementos a;;
valen todos 1, es decir, I,, = diag(1,...,1).
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» A € Maty,xm(R) se dice matriz triangular superior si a;; = 0, Vi > j. Por

ejemplo:
ajy e e amm
Ayl e A o aim 0
) 0 0 Ann
0 -+ - 0
a'nm .
0 C 0

» A € Mat, xpn(R) se dice matriz triangular inferior si a;; = 0, Vi < j. Por
ejemplo:

all 0 - 0 0O --- 0
0 Am1 A
a7l1 ... ... an7l O ... 0

An1 e e Apm

» A € Mat,(R) se dice matriz simétrica si a;; = aj;, Vi, j. Las matrices simétri-
cas son de la forma:

A1n @p | - Gpp

» A € Mat,(R) se dice matriz antisimétrica si a;; = —aj;, Vi, j. En conse-
cuencia todos los elementos de la diagonal son cero:

0

A2n

Observacion. La matriz [, es triangular superior, triangular inferior, diagonal y
simétrica. La matriz nula Oy, «, es triangular superior y triangular inferior; si ademas
es cuadrada también es diagonal, simétrica y antisimétrica.



Operaciones con matrices )

1.2.  OPERACIONES CON MATRICES

Se trata en este apartado la aritmética de matrices, estudiando las operaciones
que se pueden realizar asi como algunas de las propiedades que se verifican.

1.2.1. SUMA DE MATRICES

Dos matrices se pueden sumar si tienen la misma dimensién, siendo el resultado
otra matriz de la misma dimensién. La suma de matrices es una operacién interna
dentro del conjunto Mat,, s, (R):

(+): Matyxm(R) X Mat,xm(R) — Mat,xm(R)
(A, B) — A+ B.
Si A = (aij), B = (bij) € Mat,, xmm(R) entonces la matriz suma se define como

A+ B = (a;; +bij) € Mat, xm(R). Es decir, la suma de matrices se realiza elemento
a elemento como se indica a continuacién:

ai; - G b1 - bim a1 +bi1 o aim + bim
o IR ) B '
anl1 *+ OGpm b1 0 bam ap1 +bp1 0 Apm + bum
A B A+B
v Ejemplo 3.

((1) 5 _3;12>+<11l \_/g g>:<? —4;3\/3 —/;1>

La suma de matrices verifica las siguientes propiedades:
Propiedades. Sean A, B,C € Mat,xm,(R).

1. Asociativa: (A+ B)+C =A+ (B+C).

2. Conmutativa: A+ B = B + A.

3. Elemento neutro: la matriz nula Oy« € Mat, xm(R) es el elemento neutro de
la suma, es decir, verifica A + O, xm = Opxm + A = A.

4. Elemento opuesto: dada una matriz A = (a;;) € Matyxm (R), su matriz opuesta
es —A = (—ay;) y verifica A+ (—A) = (—A) + A = Opxm.
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Observacion. Debido a las propiedades anteriores se dice que (Maty,xm(R), +) es
un grupo abeliano. Otros ejemplos de grupos abelianos, es decir, conjuntos de
elementos dotados de una operacién interna que verifican las cuatro propiedades
anteriores, son:

» (Z,4), (R,4), (C,+4).

= (R[z],+), donde R[x] denota el conjunto de los polinomios en la variable = con
coeficientes reales.

Como conjunto con una operacién interna que no tiene estructura de grupo
abeliano se puede mencionar:

s (N,+) no es un grupo abeliano pues el opuesto de un niimero natural no es
otro nimero natural, sino un nimero entero negativo.

Resta de matrices: Como consecuencia de las propiedades anteriores se puede defi-
nir la resta de dos matrices como la suma de la primera con la opuesta de la segunda,
es decir, si A, B € Mat,xm(R), entonces ’A —B=A+ (—B)‘ € Maty,xm (R).

v Ejemplo 4.
o 2 0)-0 Wl )

1.2.2.  PRODUCTO POR UN NUMERO REAL

o

Toda matriz se puede multiplicar por un nimero real cualquiera obteniéndose
como resultado otra matriz de la misma dimensién que la inicial. El producto de un
numero real por una matriz es una operacion externa:

(+): RxMatyxm(R) — Matyum(R)
(N A) — MA.

SiAe Ry A= (aij) € Mat,xm(R) entonces AA = (Aaj;) € Mat,xm(R). Es
decir, la multiplicaciéon de un nimero real por una matriz se realiza multiplicando
el nimero real en cuestién por cada elemento de la matriz:

aji;z - aim Aair -0 Aaim

an1 Gnm Aanl to Aanm

V" Ejemplo 5.
s (-1 4 3\ _ (-5 20 15
2 V2 0/ \10 5v2 0/ o
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Propiedades. Sean A\, u € Ry A, B € Mat,,m(R).
1. A+ p)A=XA+ pA.
2. M(A+ B) =) A+ \B.
3. AMpA) = (\u)A.
4. 1A= A.
Casos particulares:
* AOnxm = Onxm, YAER.
» 0A = Opxm, VA€ Mat,xm(R).

» AL, =diag(A, ..., \).

1.2.3. PRODUCTO DE MATRICES

Dos matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de la primera es
igual al numero de filas de la segunda. El resultado es otra matriz que tiene tantas
filas como la primera y tantas columnas como la segunda:

(+): Matpxm(R) x Maty,xp(R) — Matyxp(R)
(A, B) — AB.

Si A = (aix) € Matpxm(R) y B = (brj) € Mat,«p(R), entonces la matriz
producto se define como AB = (¢;j) € Mat,xp(R), donde 1 <i<n, 1<j<p,y
el elemento ¢;; tiene la siguiente expresion:

m
cij = ainbyj + aigoj + -+ + Aimbmy = Y aikb;
k=1

Es decir, el elemento ¢;; se obtiene multiplicando la fila i-ésima de la matriz A
por la columna j-ésima de la matriz B, tal y como se muestra a continuacién:

air - Aim bin - | by | oor by €11 - C5 0 Cip

a1 o Qim ‘ : : : = Ci1 | CGij | Cip
b, R I N ) ’

ap1 - Apm ml mJ mp Cnl Cnj Cnp
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Para calcular la dimension de la nueva matriz producto se puede seguir el si-
guiente esquema:

v Ejemplo 6. Calcular el producto de las matrices:
-1

0 5 —4 6
o)oe=(3 5000

Solucién: La matriz A es de orden 3 x 2 y la matriz B es de orden 2 x 4. Siguiendo
el esquema anterior,

3
A=15
1

A - B = AB,
3x[2] [2]x4 3x4

tiene sentido calcular AB y es de orden 3 x 4.

1

3
0 5 —4 6

ap=(5 4| )
1 9 2 -5 1 =3

3.0+ (=1)-2 3-54(=1)-(=5) 3-(=4)+(=1)-1 3.6+ (—1)-(=3)
—| 5.0+4-2 5.5+4-(—5) 5.(—4)+4-1 5:6+4-(—3)
1-042-2 1-542-(=5) 1-(—4)+2-1 1-6+2-(-3)

-2 20 -13 21
=8 5 —-16 18
4 =5 =2 0

o

Observacion. Dadas dos matrices cualesquiera A y B, no siempre se pueden mul-
tiplicar. Se muestran algunos casos concretos:

» Sean A € Matayx3(R) y B € Mat;«4(R). No tiene sentido hacer AB ni BA.

s Sean A € Matoy3(R) y B € Matsx4(R). Se puede realizar AB € Matayx4(R)
pero no tiene sentido hacer BA.

= Sean A € Matayx3(R) y B € Matsy2(R). Se puede realizar tanto AB € Maty(R)
como BA € Mats(R).

El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:
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Propiedades. Sean A, B y C tres matrices de dimensiones adecuadas para que las
operaciones que se indican se puedan realizar. Sea A € R un niimero real. Se verifica:

1. Asociativa: (AB)C = A(BC).

2. Distributiva respecto de la suma (izquierda y derecha):
A(B+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC.

3. Producto y producto por nimero real: \(AB) = (AA)B = A(AB).

4. Sea A € Mat,xm(R) y sean I, I, las matrices identidad de orden n y m
respectivamente. Se verifica:

= AL, = A. Se dice que I, es el elemento neutro a derecha para las
matrices Mat, xm(R).

= [,A = A. Se dice que I,, es el elemento neutro a izquierda para las
matrices Mat, xm(R).

= Si n = m existe elemento neutro, la matriz identidad I,,. En este caso,
el elemento neutro a derecha coincide con el elemento neutro a izquierda.

Observaciones. El producto de matrices presenta algunas diferencias al compararlo
con el producto de ntimeros reales.

1. Existen divisores de cero, es decir, puede ocurrir AB = 0 siendo A, B # 0. Por
tanto de la igualdad AB = AC no se puede concluir B = C.

696 o))

# O2x2 # O2x2

v Ejemplo 7.

(o

2. El producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, es decir, en
general, suponiendo que tenga sentido hacer tanto AB como BA,

Se muestran algunos casos:

» Sean A € Matayx3(R) y B € Matsx2(R), entonces se puede realizar tanto
AB como BA. Sin embargo, AB y BA no pueden ser matrices iguales
porque tienen distinta dimensién: AB € Mato(R) mientras que BA €
Matg(R).
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= Ni siquiera en el caso de matrices cuadradas se tiene la propiedad con-
mutativa:

v Ejemplo 8. Sean las matrices A, B € Maty(R):

a=(3 ) m=(30)

Entonces AB # BA pues:
—10 14 4 7
AB_(O 11)’ BA_<14 —3)‘

Por las observaciones anteriores tiene sentido hacer la siguiente definicién:

Definicién 1.4. Dadas dos matrices cuadradas A, B € Mat,(R), se dice que
conmutan si cumplen la propiedad conmutativa, es decir, si

AB = BA.

Se define el conmutador de A y B como [A, B] = AB — BA. Observar que A y
B conmutan si y solo si su conmutador es cero:

[A,B] =0 <= AB = BA.

v Ejemplo 9. Las siguientes matrices conmutan:
11 -1 3 2 2
A_(1 1), B_<3 _1> — AB_BA_(2 2).

Observaciones. Como consecuencia de las propiedades anteriores se puede con-

<

cluir:
» Las matrices I, y Onxn conmutan con todas las matrices A € Mat, (R).
» Toda matriz cuadrada A € Mat,,(R) conmuta consigo misma.

Nota. En el conjunto de matrices cuadradas Mat,(R), el producto de matrices
es una operacién interna. Esta operacién junto con la suma dotan a Mat,(R) de
estructura de anillo (no conmutativo si n > 2).

1.2.4. POTENCIAS DE MATRICES

Debido a la propiedad asociativa del producto de matrices tiene sentido definir
las potencias de una matriz cuadrada A € Mat, (R).
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Definicién 1.5. Sea A € Mat,(R) y k un nimero entero positivo. La potencia
k-ésima de A, A, es el producto de la matriz A por si misma k-veces:

AF = AA. A
S—_——
k

v Ejemplo 10. Calcular las potencias A2, A3, A* de la siguiente matriz y deducir

la potencia k-ésima:
10
A= (1 1) .
Solucién:

I A (L T B
a—an= (0 DG 0)=(G0) = ()

La expresién de A* se deduce facilmente y se puede demostrar que es correcta
por induccién.
o

Observaciones.

Al igual que sucede en el caso de los nimeros reales, se utiliza el convenio
A = J,,. siempre que A no sea la matriz nula.

s Al = A
» (1) =1, VkecZ, k>0.

(Onxn)k = Onxna Vk € Z, k> 0.

Proposicién 1.6. Sea A € Mat,(R) una matriz diagonal, A = diag(a11,...,ann)-
La potencia k-ésima de A es también una matriz diagonal cuya expresion es:

ak, 0 - 0
0 ak, --- 0

AR = diag (aby,....a"y=| . " |, vkez k>o.
0 0 ak

1.3. MATRIZ INVERSA
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Definicién 1.7. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada. Se dice que A es inver-
tible o regular si existe una matriz B € Mat,,(R) tal que

|AB=BA=1,|

La matriz B se dice inversa de A y se denota por A~!. Las matrices no invertibles
se dicen singulares.

Observacién. La matriz A~ anterior si existe es tnica, por tanto, normalmente
se habla de la matriz inversa de A.

v Ejemplo 11. Sean las matrices
3 5 2 =5
10 10
AB = (0 1), BA= (O 1).

Luego B es la inversa de A y se escribe B = AL

Entonces:

Lo

Propiedades. Sean A, B € Mat,,(R) dos matrices regulares. Sea A € R, X\ # 0. Se
verifican las siguientes propiedades:

1 (A H=t = A,

1
2. MNA)1=-4"1
(=1
3. (AB)™! = B~1A~! Sise tienen varias matrices regulares A1, ..., Ay € Mat,,(R)
entonces (A ... Ay) ! = A,;l AT

Observacién. A diferencia de las otras operaciones, la inversa no se comporta bien
con respecto a la suma. En el Capitulo 2 se presenta cémo calcular la inversa de una
matriz y se comprueba que en general (A + B)~! £ A~! 4+ B~L,

Proposicién 1.8. Sea A € Mat,(R) una matriz diagonal, A = diag(ai1,...,an,)
con a;; # 0. La inversa de A es también una matriz diagonal cuya expresion es:

1
A 0
A 1—diag <1 - 1 )_ a?l

ail Gnn

ann
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1.4. MATRIZ TRASPUESTA

Dada una matriz A, se puede construir otra matriz intercambiando filas por
columnas.

Definicién 1.9. Sea A € Mat,x,,m(R) una matriz. Se denomina matriz tras-
puesta de A a la matriz B € Maty,x,(R) tal que bj; = aj;, Vi, j. Se denota por
B = Al

v Ejemplo 12.

2 1 3 4 ?513
A=|1 -1 2 -3 = Al=

3 0 5 1 325

4 -3 1

o
Se han definido anteriormente las matrices simétricas y antisimétricas. Estas se
pueden caracterizar en funcién de la matriz traspuesta.
Proposicién 1.10. Sea A € Mat,(R), entonces:
» A es simétrica si y solo si A = A.

» A es antisimétrica si y solo si A = —A.

El siguiente resultado recoge el comportamiento de la trasposicién con respecto
a la aritmética matricial.

Propiedades. Sean A y B dos matrices de dimensiones adecuadas para que se
puedan realizar las operaciones que se indican. Sea A € R un nimero real. Se verifican
las siguientes propiedades:

1. (AY = A.
2. (A+B)!=A'+ B'.
3. (AA)F = AAL

4. (AB)! = B'A'. Si se tienen varias matrices A1, ..., A de dimensiones adecua-
das para que se pueda realizar el producto, entonces (A; ... Ay)" = Al ... AL

5. Si A € Mat,(R) es regular: (A")~! = (A71)L.
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1.5. TRAZA DE UNA MATRIZ

Definicién 1.11. Sea A = (a;;) € Mat,(R) una matriz cuadrada. Se define la
traza como la siguiente aplicacion:

tr: Mat,(R) — R,
A — trA=an+ax+--+apn.

Es decir, tr A es la suma de los elementos de la diagonal principal de A.

v Ejemplo 13.

1 2 3
tr{4 5 6| =1+54+9=15.
78 9

Propiedades. Sean A, B € Mat,(R) dos matrices cuadradas de orden n.
1. tr At = tr A.
2. tr(A+ B) =tr A+ tr B.
3. tr(AA) = Atr 4, VA eR.
4. Sean ahora A € Mat,, xm(R) y B € Mat,,,«n(R), entonces tr(AB) = tr(BA).

Observacion. La traza no se comporta bien con respecto al producto. En general
se tiene que ‘ tr(AB) # (tr A)(tr B)

1.6. MATRICES POR BLOQUES

A veces es util subdividir una matriz en matrices mas pequenias o bloques, por
ejemplo, de la siguiente forma:

41011
1 =13 4]0 -1 1 |-1 3107_078
2 0 6 1 |-2][, 012110, | glis olo
0 1 3 —=2]0 3130 o o o0 s
-200 |1

Se puede considerar que una matriz por bloques es aquella cuyos elementos
son otras matrices. Observar que la subdivision de una matriz en bloques no es
unica. Un caso especial consiste en considerar las filas o columnas de la matriz
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como bloques (ver la segunda matriz anterior). En el caso de matrices cuadradas
otra descomposicion importante es la conocida como diagonal por bloques, cuyos
elementos diagonales son matrices cuadradas (ver tercera matriz anterior).

A la hora de operar con este tipo de matrices se utiliza la aritmética matricial
explicada anteriormente, considerando que ahora los bloques juegan el papel de
elementos, por tanto hay que prestar especial atencién a las dimensiones de dichos
bloques.

1.6.1. SUMA

Para sumar matrices A, B € Mat, x,n(R) por bloques se debe realizar la misma
particién en cada una de ellas.

v Ejemplo 14. Sumar las matrices A y B utilizando la descomposicién en bloques
que se indica:

1 210 6 7|0
A= 3 4|0 , B = 8 910
0 0|5 0 0110
Solucion:
1 2]0 6 7|0
A+B=1| 3 4|0 |+ 8 9]0 :<jn ﬁu) (gn gu)_
00 ‘ 5 00 ‘ 10 21 Ao 21 B2

<A11 + D11 A+ Bl2>
A1 + Ba1 Az + Bao

; ) (i )

oo

= Ay + B =(5)+(10)=(15).

Asi, la matriz buscada es:

7T 910
A+B=1[ 11 13| 0
15

Se observa que la matriz resultante es diagonal por bloques con la misma subdi-
visién que se tenia al principio en A y B.
o
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1.6.2. PRODUCTO

Para multiplicar matrices particionadas en bloques se debe tener en cuenta que
los tamanos de los bloques permitan dicha operacién. Entonces se aplican las reglas
de multiplicacién matricial utilizando los bloques a modo de elementos. A continua-
cién se muestra cémo proceder con un ejemplo.

v Ejemplo 15. Multiplicar las matrices A y B utilizando la descomposicién en
bloques que se indica:

1 =13 4]0
A=| 2 6 1|-2|, B=
0 1 3 —2]0

Solucion:
1 -1 3 0
2 0 6 1 |-2 _ (Ann A\ (B B2\ _
o A AQQ Bgl BQQ N
0 1 3 —2/0 &
_ <A11B11 + A12B21 AnBia + AIQBQQ)
Ao1Bi1 + AgaBo1 A1 Bia + A2 B )
4
1 -1 3 4 -1 0 17
'1411J5’11-H‘112B’21—<2 0 6 1) 0 +<_2> (—2)—<15>-
3
0 1
1 -1 3 4 1 -1 0
. A11312+A12322—<2 0 6 1) 5 1 +<_2> (0 1) =
-3 0
(-7 5
~\9 6/
4
—1
» Ap1Byi+ ABa=(0 1 3 -2) 0 +(0)(=2) = (=7)
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» A1 Bia+ ApBa=(0 1 3 -2)

Asi, la matriz buscada es:

AB =

Observacion. Para multiplicar matrices diagonales por bloques las matrices deben
tener la misma particiéon. En particular, para calcular la potencia de una matriz de
este tipo basta hallar la potencia de cada bloque diagonal:
A |- 0 A]fl R 0
0| - [A,

1.6.3. INVERSA

En general, no es sencillo dar férmulas para calcular la inversa de una matriz
regular por bloques. Sin embargo, cuando esta es diagonal (por bloques) y cada
bloque de la diagonal es una matriz regular, la situaciéon es la siguiente:

Ay 0 Al_ll cee 0
A = : .. . . =M A_l = : N :
0 |- | Am 0

A
v Ejemplo 16. Calcular la inversa de A usando la descomposicién en bloques que

se indica:

1 210
A=|3 4]0
0 0[5

Solucion:
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Por tanto la matriz buscada es:

-2 1[0
A7l =| 32 —1/2] 0
0 0 |Ys

1.6.4. TRASPOSICION

Para trasponer una matriz por bloques, aparte de intercambiar filas de bloques
por columnas, hay que trasponer cada uno de los bloques que forman la matriz:

Ay |- | A Al - AL
A= 1 | = A= ]

V' Ejemplo 17. Calcular la matriz traspuesta de A usando la descomposicién en
bloques indicada:

1 -13 4]0
A=12 0 6 1 |-2
0 1 3 -=2]0
Solucién:
1 -13 4]0
A=[2 0 6 1 |-2 —<ﬁ” ﬁ”) — Afz(jtﬂ ﬁtﬂ)
0 1 3 -2[0 A 12 722
t 1 2 0
1 -1 3 4 -1 0 ¢ 1
[ ] t = = t = —_ _=
A <2 0 61> 3 6| M (013 -2 3
4 1 —2




Aplicaciones: Sistema braille 19

1.7. APLICACIONES: SISTEMA BRAILLE

El braille es un sistema de lectura y escritura tactil pensado para personas ciegas.
Fue creado por el francés Louis Braille en el siglo XIX. La nota curiosa es que este
sistema fue disenado a partir de otro creado en 1821 por Charles Barbier, oficial
del ejército napolednico, para que los soldados se comunicaran en silencio en plena
oscuridad. Sin embargo, este método era tan complicado que fue rechazado por la
milicia, hasta que Braille (quien quedé ciego a la edad de tres afos por accidente)
realizé varias mejoras y publicé el primer libro con su novedoso sistema en 1829.

Es un sistema basado en la combinacion légica de seis puntos en relieve sobre
un espacio o celdilla (“cajetin”). Los seis puntos dispuestos en dos columnas forman
el llamado signo generador. A cada punto se le asigna un nimero segun un orden
determinado dando lugar a una matriz 3 x 2 de la siguiente forma:

Sy O

1
= (2
3

Con la presencia y ausencia de estos puntos, organizados en grupos o series, se
generan un total de 64 (= 2%) combinaciones diferentes, suficientes para crear las
letras del alfabeto, los signos de puntuacién y otros simbolos béasicos, incluyendo la
que no tiene ningun punto, que se utiliza como espacio en blanco.

El tamano y distribucién de los 6 puntos que forman el signo generador, no es un
capricho sino el fruto de la experiencia de Louis Braille. Las terminaciones nerviosas
de la yema del dedo estan capacitadas para captar este tamano en particular.

a b c d e f g h i j

- 6 00 060 ©6- 00 00 O06- -0 -O
ce @ o O -0 O 00 00 O OO
k 1 m n o p q r S t

- 6 00 060 - 00 00 O06- -0 -O
ce @ oo 0 -0 O 00 00 O OO
- 6 6 6 06 06 06 06 O O
u v X y V/

o 06 00 00 O

o o [ X3 o o e ® e ®

o0 00 00 00 oo

Figura 1.1: Alfabeto braille bésico.

Se observa que los simbolos correspondientes a la primera fila ocupan solo los
cuatro puntos superiores del signo generador. Los que corresponden a la segunda fila
son iguales a los de la primera, pero se le agrega el punto inferior izquierdo (salvo
la n que es propia del idioma espanol), y en los de la tercera se agregan los dos
inferiores. Los puntos negros pequenios son los puntos del signo generador que no
estan en relieve, solo se han dibujado para una mejor comprensién de cada simbolo.
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Para representar algunos signos especiales es preciso utilizar mas de un caracter
braille, pues las 64 combinaciones resultan insuficientes. Ademas, este sistema permi-
te la notacién musical, de forma que los musicos ciegos pueden leer las partituras en
braille. Por ejemplo, para representar las letras mayusculas se antepone el caracter
braille formado por los puntos 4 y 6:

Los ntimeros se hacen con el prefijo formado por los puntos 3, 4, 5 y 6 antes de
las diez primeras letras. De este modo se indica que es un nimero en vez de una
letra:

Es importante destacar que el braille no es un idioma, sino un cédigo. Por lo
tanto, las particularidades y la sintaxis seran las mismas que para los caracteres
propios de cada idioma.

En un ciego el drea tactil no abarca maés allé de la superficie de contacto del dedo
lector y el papel, por lo que la velocidad lectora de un buen lector ciego es siempre
inferior a la de un buen lector vidente. Un universitario ciego con buen nivel lector
dificilmente alcanza las 180 palabras por minuto, mientras que un vidente en idénti-
cas condiciones puede superar casi con seguridad el doble de esa velocidad. Si a un
vidente se le disminuyera su drea perceptiva a un solo caréacter, las velocidades entre
ciegos y videntes se asemejarian. Para que un ciego adquiera una buena velocidad
lectora (alrededor de 150 palabras por minuto) es necesario combinar una correcta
técnica de lectura bimanual con las estrategias de contextualizacion.
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1.8. COMANDOS DE wzxMazima

A lo largo del texto se incluye una enumeracién y breve explicaciéon de algunos
comandos basicos del manipulador simbdlico wzMazima relacionados con la tematica
presentada en cada capitulo. De esta manera se pretende que los alumnos aprendan
a manejar este programa al mismo tiempo que asimilan la materia en cuestion.

El programa wzMazxima es gratuito y de libre acceso. Estd distribuido bajo la
licencia “GNU General Public License” y se puede descargar directamente desde la
péagina web wxmaxima.sourceforge.net/.

Definicion y manipulacion de matrices

» Introducir una lista L:
-=> L:[al,a2,...,ar];

Los elementos “ai’s” pueden ser nimeros u objetos de otra naturaleza.

= Introducir una matriz A:
-=> A:matrix([all,al2,...,alm],...,[anl,an2,...,anm]);

Observar que cada lista representa una fila de la matriz. Este comando se
puede obtener directamente desde el menti “\Algebra\Introducir Matriz’.

= Dimensién de la matriz A:
-=> matrix_size(A);

Devuelve una lista de la forma [n,m], donde n es el nimero de filas y m es el
numero de columnas de la matriz A.

» Acceder al elemento (7,7) de la matriz A:

e Ali,jl;

s Acceder a la fila i-ésima de la matriz A:

-=> row(A,i);

s Acceder a la columna j-ésima de la matriz A:

-=> col(A,);
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= Obtener una submatriz de la matriz A:

-=> submatrix(il,...,ip,A,ji1,...,jq);

El resultado es una submatriz de A en la que se han eliminado las filas

[155

i1,...,ip” y las columnas “j1,...,jq”. Si, por ejemplo, no se quiere eli-
minar ninguna columna, la sintaxis queda asi: “submatrix(il,...,ip,A)”.

Anadir filas a la matriz A:
-=> addrow(A,filal,...,filak);

Cada fila “filal,...,filak” se introduce como una lista que se anade al final
de la matriz A.

Anadir columnas a una matriz:
-=> addcol(A,columnal, ...,columnak) ;

Cada columna “columnal,...,columnak” se introduce como una lista que se
anade a la derecha de la matriz A.

Matrices especiales

Matriz nula de dimensién n x m:

-=> zeromatrix(n,m);

Matriz identidad de dimension n:

-=> ident(n);

Matriz diagonal con elementos “d1,...,dn” en la diagonal:

-=> diag_matrix(dl,...,dn);

Operaciones con matrices

Sumar dos matrices A y B de la misma dimension:

-=> A+B;
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= Restar dos matrices A y B de la misma dimensién:

-=> A-B;

= Producto de un numero real “a” por una matriz A:
-=> axh;
s Producto de dos matrices A y B de dimensiones adecuadas para que se pueda

realizar el productor AB:

-—> A.B;

» Potencia de una matriz:

-=> A""k;

Observaciones. (jj CUIDADO !!)
= El producto de matrices se realiza con un punto “.” en lugar de con el simbo-
lo “x”. Este dltimo multiplica las matrices elemento a elemento.

= Las potencias de la matriz A se efectiian con el comando “A~"k” poniendo un
doble circunflejo. Con uno solo se calculan las potencias de cada elemento de
la matriz.

Otras operaciones

= Calcular la inversa de una matriz A cuadrada y regular:

-=> invert (A);

Comando al que también se accede desde “\Algebra\Invertir Matriz”.
= Matriz traspuesta de A:

-=> transpose (A) ;

Comando al que también se accede desde “\Algebra\Trasponer Matriz”.
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» Traza de una matriz de A:

-=> load(nchrpl);
mattrace(4);

Observar que para que este comando funcione hay que cargar antes el paquete
“nchrpl”.

Matrices por bloques

En caso de trabajar con matrices con bloques, es necesario ejecutar previamente
los siguientes comandos:

-=> matrix_element_mult: ".";
matrix_element_transpose: transpose;

= Introducir una matriz A por bloques:
-=> A:matrix([A11,A12,...,Alm],...,[An1,An2,...,Anm]);

donde cada “Aij” es un bloque que se ha definido previamente con el comando
“matrix”.

= Comprobar si la matriz A es una matriz por bloques o no:

-=> blockmatrixp(A);

= Deshacer el formato de bloques de una matriz A:

-=> mat_unblocker (4);
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1.9. EJERCICIOS PROPUESTOS

‘Operaciones con Matrices‘

1. Calcular, siempre que sea posible, AB, BA, AC, CA, BC y CB, siendo:

2

A=(1 -2), B:(1>, C=(1 -2 0).

2. Se consideran las siguientes matrices:

12 2 2
A:(_ll _44 _22) B=(-1 3], <C=[1 -1
5 -2 1 -3

Calcular B+ C, AB, BA, CA, AC, A(B+ C), AB + AC, A(2B - 3C).
3. Calcular AB — BA y decir si las matrices A y B conmutan:

12 2 4 1 1
A=|(2 1 2|, B=|-4 2 0
1 2 3 1 21

4. Dadas las matrices

calcular A%, B, (AB)!, A'B'y B! A'. Comprobar que (AB)! = B'A! pero que (AB)" #
AtB?.

5. Sean A, B € Maty(R) dos matrices simétricas. Demostrar que AB no es necesariamente
simétrica. Comprobarlo con el ejemplo:

1 -1 -2 1
) =)
6. Sean A, B € Mats(R) dos matrices simétricas. Probar que AB es simétrica si y solo si
AB = BA.
7. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada:

a) Demostrar que si A es simétrica, entonces A? es simétrica.

b) Demostrar que si A es simétrica, entonces AP es simétrica para todo nimero
natural p.

¢) Buscar un contraejemplo para demostrar que el reciproco de a) no es cierto.

8. Sea A € Mat, xm(R) una matriz cualquiera. Demostrar que AA* y A*A son matrices
simétricas.

9. Sea A € Maty(R). ;Qué forma ha de tener la matriz A para que se verifique que
AA = AAL?
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10. Encontrar todas las matrices reales A € Maty(R) que verifican AA* = 0. ;Se puede
generalizar el resultado anterior para matrices cuadradas de cualquier dimension?

11. Obtener las matrices reales que conmutan con
0 0 O
A=(1 0 0
1 10

12. Si A = (_22 31> y B = (; g), hallar las matrices C' y D tales que AC = By
DA = B.

13. Sean A, B € Mat,,(R) dos matrices cuadradas:

a) Comprobar que las identidades algebraicas

(A+B)*=A?+2AB+B?> y (A+B)(A-B)=A>-B?

. . 1 -1 1 0
no son ciertas para las matrices A = (0 9 > y B = <1 2) .

b) Modificar el segundo miembro de esas identidades para obtener férmulas vélidas
para todas las matrices cuadradas A y B.

c) (Para qué matrices son vélidas las identidades establecidas en a) 7

14. Sean las matrices
1 3
A1 = -2 5 A2 = O

1
-1 2
2, Bi=(1 4), BQ:( )
2 -1 4 01

Evaluar cada una de las expresiones siguientes trabajando por bloques:

(4 42)' (o) (),

Comprobar los resultados obtenidos sin usar descomposicién por bloques.

15. Demostrar que toda matriz cuadrada se puede escribir como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica. Aplicar este resultado para descomponer la matriz:

1 -1 3

3 0 7

5 =3 -1

16. a) Calcular el siguiente producto de matrices:
1 0 -1 T
(zy )10 1 2|y
-1 2 3 1

b) Expresar la ecuacién de la circunferencia 22 +y2+ Az+ By-+C = 0 como producto
de tres matrices igualadas a cero.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

‘ Potencias de Matrices

Comprobar que A = (; g) satisface la ecuacién X2 —6X — I, = 0.
Encontrar las potencias A2, A3, B2, B3, C?, C3, siendo:
_ (Y2 Y2 _ (1 0 _
(BB me(l0). o
Calcular A2, A3, A* y deducir la potencia A", donde

1 11
A=10 1 1
0 0 1

Sea A = ( 1 O). Comprobar que A? = 24 — I, y calcular A0,

-1 1

cos20 —sen 20
sen20  cos 20

cos) —senf

Sea A = (sen@ cos 6
deducir A™.

). Comprobar que A% = ( ), calcular A% y

[e%

1>, donde o € R.
0 «

Calcular la potencia n-ésima de la matriz A = <
Calcular las potencias de A, sabiendo que A es una matriz por bloques de la forma

(A Ay
A= (A3 A4>’ donde

A=(1), Ay=(0 0), AB:G), A4:<_11 _11>

Calcular A? y A3 usando una descomposicién en bloques adecuada:

0 0

SO O =
S O~ N
S = O

0
0
3

Una matriz cuadrada A € Mat,(R) se dice idempotente si A2 = A. ;Qué ocurre con
el resto de potencias de A?

Encontrar los valores de a, b, ¢ € R para los cuales la matriz
a 0
= 7)

Determinar las condiciones que debe verificar una matriz cuadrada de orden 2 para que
sea idempotente.

es idempotente.

Sea A € Mats(R) una matriz con todos los elementos en y debajo de la diagonal
principal nulos. Probar que A% = 0.



28

29.

30.

Matrices 1

Una matriz cuadrada A € Mat,, (R) se dice nilpotente si existe un entero positivo k
tal que AF = 0. Més atin, A se dice nilpotente de indice p si p es el menor entero
positivo que cumple la propiedad. Comprobar que la siguiente matriz es nilpotente de
indice 3:

0 2 -1
A=10 0 1
00 O

Comprobar que la matriz

=4 %)

verifica la relacién A2 = 0. Encontrar las condiciones que deben verificar los coeficientes
de una matriz no nula A € Maty(R) para que sea nilpotente de indice 2, es decir, A2 = 0.
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1.10. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

’ Operaciones con Matrices‘

1. Las siguientes operaciones NO tienen sentido porque las dimensiones de las matrices
no son adecuadas: AC, CA, CB. Para las restantes:

2 —4 2 —4 0
ano, sa- (2l so-(2 74 0).

2. Todas las operaciones indicadas se pueden realizar y sus resultados son:

3 4 -1 4 =2
B+C=(0 2|, AB_(_1155 1114)7 BA=|-4 16 -8/,
6 —5 7 —28 14
0 0 0
cAa=|2 -8 4], AC:(g 8) A(B+C’):<_1155 _1114>,
4 —16 8

15 —14 30 —28
I A T ]

3. Las matrices no conmutan. Los productos AB y BA y el conmutador son:

2 9 3 7 11 13 9 —2 —10
AB=|6 8 4|, BA=|0 -6 -4|, AB-BA=[6 14 8
~1 11 4 6 6 9 -7 5 -5

4. Se realizan los calculos oportunos y por observacién se comprueba que (AB)! = Bt A?
pero (AB)! # A'B?.

1 -1 -2 3 4 11
t_ t_ t_
e ) T e B iy
-1 2 4 11
tpt _ tAt _
o (12) e (1)
5. La matriz AB = (_3 0> no es simétrica.

3 0

6. Se trata de una cuestién tedrica. Aplicar la Proposicién 1.10 a la matriz C = AB y
usar las propiedades de la trasposicién.

7. Los apartados a) y b) son cuestiones tedricas. A continuacién se da una breve indicacién

de su resolucién:

a) Aplicar la caracterizacién, A simétrica si y solo si A* = A, a la matriz B = A%y
usar las propiedades de la trasposicién.

b) Anslogamente, deducir que A3, A* y A® verifican la misma propiedad, conclu-
yendo por induccién que también es cierta para AP siendo p un nimero natural
cualquiera.
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c¢) Todas las matrices de la forma A = (i b@) con b # c.

8. Aplicar la Proposicién 1.10 a las matrices B = A'A y C = AA*. Usar también las
propiedades de la trasposicion.

9. Se tienen dos posibilidades para la matriz A:

a8 ()

10. La tnica matriz cuadrada que verifica el enunciado, en cualquier dimensién, es la matriz

nula.
a 0 O
11. Las matrices que conmutan con A son de la forma B=|b a 0], cona,bce R.
c b a
15 13 33/4 19/4
12. Las matrices son C' = o 1 y D= / / .
8 7 43/4 25/4
13. a) Se realizan las operaciones pertinentes y se observa que no se cumplen las igual-
dades propuestas:
3 —6 2 -7
2 _ 2 2 _
aer=(b ) e (20)

(A+B)(A—B):(14 ‘f) A2—32:<03 ‘03>.

b) (A+B)2= A2+ AB+ BA+ B? (A+B)(A—-B)=A?—- AB+ BA - B2
c¢) Las identidades son validas para matrices que conmutan, es decir, AB = BA.

14. Cada una de las siguientes operaciones hay que realizarlas de dos maneras distintas,
directamente y usando la descomposicién en bloques:

A 1 -2 2
(A Ag)t—<1>— 3 0 —1 :

Al 1
B;
(A1 Ay) <B ) A1By + A3By = ( ;
2
9
4

B2 BQAE -1 4
AL = = 1 2
By B A} "7 8 15

15. Sean B = £(A+ A') y C = 1(A — A"). Se comprueba que A = B+ C' y que B es
simétrica y C' antisimétrica. La descomposicién para la matriz A es:

1 1 4 0 -2 -1
A=1[11 0 2 |+(2 O 5
4 2 -1 1 -5 0
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16.  a) 2% +y? -2z +4y+3.

1 0 42\ [z
b) (z y 1) 0 1 Ba||y]=0.
Af2 Bfa C 1

’ Potencias de Matrices ‘

17. Se comprueba que:

s . . (T 12\ (6 12\ (1 0\ (0 0
AT -64 I2*<18 31> (18 30) <0 1>*(o 0)'

—_— Y=
A2 6A Iy

1/2 —1/2

2 _ A3 _ 4. 2 __ 3 _ R. — 2 _ 3 —
18. A°=A°=A; B°=1,, B> =B; C<1/2 _1/2>,C =C”=0.
19.

10 n(n+1)

1 2 3 1 3 6 1 4 1 n
A2=10 1 2],A4%=(0 1 3|,A4*=[0 1 4|,A"=]0 1 n
0 0 1 0 01 0 0 1 0 0

Para calcular el término 13 de A™ utilizar progresiones aritméticas.

1 0
100 _ _ —
20. A =100A — 991, = <_100 1).

21. Utilizando las férmulas de sen(a+0) y cos(a+03) se deduce que A™ = <sen nd  cosnd

n n—1
22, A" = (O‘ na )
0 «
1| 0 0

23. A"Z(Al Az ): 1| 2n7T  —ont

cosnd —sen n&)

As 2n_1A4 1| —9on—1 gn—1

24. Se elige la descomposicién en bloques que se indica y se calcula A% y A3:

1 2[00
4 (BlON_[0 1]0 0 .
“\o[C ) loo0f[1oO
0 0/0 3
1 40 0
42 B>l o\ |0 1/00 4 = B3| 0 \
“\Lo|c*) (ooj1 o] ~\o|C)
0 0[0 9
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25.

26.

27.

28.

Matrices 1

AF = A VE € N.
b ¢
0 0 1 0 0 0 1 0
=0 o) 4G ) 4= 1) 26 o)

Posibilidades para una matriz genérica A = (Z Z)

Posibilidades para la matriz A = (“ 0):

A=1,, A=0, A:(Ccl 1fa) cumpliendo a? + be = a.

Se considera una matriz A € Mats(R) verificando la propiedad del enunciado y se
realizan los cédlculos oportunos:

29.

30

0 a b 0 0 ac 0 0 0
A=(0 0 ¢|] = 4A%2=|0 0 o], A*=(0 0 0
0 0 0 00 0 00 0
0 2 -1 0 0 2 0 0 0
A=(0 0 1 — A’=(0 0 0|, A*=]0 0 O
00 0 00 0 0 0 0

. Para una matriz no nula de orden 2, A = <i b):

A2=0 < A= (Z _ba> con a®+ be =0, siendo a,b,c # 0.



CAPITULO 2

Matrices 11.
Operaciones Elementales

El objetivo de este capitulo es transformar una matriz A € Mat,,«.,n, (R) en otra
matriz mas simple, con forma escalonada, que conserve ciertas propiedades de la
matriz inicial. Las operaciones realizadas para dicha transformacién solo pueden ser
de tres tipos determinados y se denominan operaciones elementales. Estas se recogen
a su vez en unas matrices denominadas matrices elementales. El proceso plantea las
herramientas necesarias para la resolucion de sistemas de ecuaciones que se estudian
en el préximo capitulo.

El origen del algoritmo de las operaciones elementales y el concepto de matriz
escalonada y su evolucién hasta el llamado método de eliminacién gaussiana se
remonta a los Libros VII y VIII del Zhui Zhang Suan Shu (o El Arte de la Matematica
en Nueve Libros, 152 a.C.), obra de la matemética oriental escrita por el insigne
cientifico y hombre de estado Chuan Tsanom. Se trata de una obra clasica que
se ha ido modificando a lo largo del tiempo, hasta lograr convertirse en el texto
fundamental en el cual se basaron los cientificos matematicos en sus investigaciones
entre los siglos VII y X.

No fue hasta el nacimiento del Algebra Lineal, en un renovado intento de los
matematicos por encontrar métodos generales para la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales con varias incégnitas, cuando los conceptos anteriores vuelven a
tomar importancia. Fue en 1805 cuando el matemético aleman K.F. Gauss forma-
liz6 el método que actualmente se conoce como método de eliminacién gaussiana
para encontrar todas las soluciones de un sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas.

33
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2.1. MATRICES ESCALONADAS

Las matrices que se introducen en esta seccion son basicas para el desarrollo de
los siguientes capitulos del texto.

Definicién 2.1. Una matriz A € Mat, «,n(R) se dice matriz escalonada por
filas si verifica:

Si hay filas enteras nulas, estas se sitian en la parte inferior de la matriz.

El primer elemento no nulo de cada fila, llamado pivote, es 1.

El pivote de cada fila no nula estd a la derecha del pivote de la fila anterior.

Los elementos que aparecen por debajo del pivote en su misma columna son
todos nulos.

v Ejemplo 1. Se muestra a continuacién un ejemplo de matriz escalonada por
filas, donde * denota un valor real cualquiera. Los 1’s representan los pivotes y se
puede observar que no todos ocupan las posiciones diagonales de la matriz y ademas
debajo de ellos todos los elementos son 0:

coo oo o %
OOOOOH*

OOOOH**
O OO O * ¥ ¥
OOOH* * ¥
OOH* E I

O O ¥ % X X ¥
O O % ¥ X ¥ *

OO O O O O

Definicién 2.2. Una matriz A € Mat,, «.,(R) se dice matriz escalonada redu-
cida por filas si es escalonada y ademas los elementos que aparecen en la misma
columna que el pivote, por encima y por debajo, son todos cero.

V' Ejemplo 2. La siguiente matriz 3 x 4 es escalonada reducida por filas:

S O O
o O O O
O O = O
O = O O
O = W Ut
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2.2. OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES

El objetivo de este capitulo es transformar una matriz cualquiera en una esca-
lonada o escalonada reducida por filas. Para ello se plantean tres tipos de transfor-
maciones que se deben realizar a la matriz. Se denominan operaciones elementales.

Definicién 2.3. Dada A € Mat,,«,n(R), para llevarla a una matriz escalonada
o escalonada reducida por filas, se pueden realizar tres tipos de transformaciones
denominadas operaciones elementales. Estas operaciones son:

s Tipo I: Intercambiar dos filas.
s Tipo II: Multiplicar una fila por un nimero real no nulo.

= Tipo III: Sumar a una fila un multiplo de otra.

v Ejemplo 3.
2 1 Tipo I 1 3 Tipo III 1 3 Tipo II 1 3
_ _ _ .
1 3) 1efilac2efila \2 1) 2efila—210fila \O —5 (~1)20 fila 0 1

A continuacién se definen tres tipos de matrices que recogen los efectos de aplicar
las operaciones elementales a la matriz A € Mat, xm(R), v se denominan matrices
elementales.

<

Definicion 2.4. Una matriz de orden n x n se dice elemental si se puede obtener
a partir de la matriz identidad I,, efectuando una tnica operacién elemental en
sus filas.

Matrices elementales de tipo I

Se denota F;; a la matriz que se obtiene intercambiando las filas 7, j de la matriz
identidad.

o .- ——F+—  posicién ij

posicién ji e 0
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‘ Matrices elementales de tipo II

Se denota P;(«) a la matriz que se obtiene al multiplicar los elementos de la fila
i-ésima de la matriz identidad por a € R, o # 0.

posicién 4

’Matrices elementales de tipo III‘

Se denota Pj;(a) a la matriz que se obtiene al sumar a la fila i-ésima de la matriz
identidad la j-ésima multiplicada por o € R, siendo ¢ # j.

posicién ij

Nota. Observar que P;; = Pj;, pero Pjj(a) # Pji(a).

A continuacién se muestra cémo se transforma una matriz A al multiplicarla por
una matriz elemental.

Proposicién 2.5. Sea A € Mat, x,»(R) una matriz cualquiera. Sean Pj;, P;(a),
P;j(c) € Mat,(R) las matrices elementales que se acaban de definir, entonces:

» P;;A es la matriz que resulta al intercambiar las filas ¢, j de A, es decir, es el
resultado de aplicar a A una operacién elemental de tipo I.

» Pj(a)A es la matriz que resulta al multiplicar la fila ¢ de A por «, siendo
a € R, a#0, es decir, es el resultado de aplicar a A una operacién elemental
de tipo II.

» Pjj(a)A es la matriz que resulta al sumar a la fila i de A la fila j multiplicada
por «, i # j, es decir, es el resultado de aplicar a A una operacién elemental
de tipo III.
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v Ejemplo 4 (tipo I). Sea A € Matz(R). Se permutan las filas 1 y 3:

0 3 5 1 1 3
=12 0 4 — 2 0 4
11 3 1 fila<+32 fila 03 5

Lo mismo se puede lograr multiplicando la matriz elemental P;3 por A:

0 0 1 0 3 5 113
PsA=1(0 1 0|2 0 4]=[2 0 4
100 11 3 0 3 5
o
v’ Ejemplo 5 (tipo II). Sea A € Matz(R). Se multiplica por 2 la tercera fila:
03 5 0 35
A=[2 0 4| —— (2 0 4
11 3) 2 \2 2 6
El mismo efecto se obtiene multiplicando la matriz elemental P3(2) por A:
1 0 0\ /0 3 5 0 35
Ps2)A=10 10|20 4]=[2 0 4
0 0 2 11 3 2 2 6
o

v Ejemplo 6 (tipo III). Sea A € Mat3(R). Se suma a la tercera fila la segunda

multiplicada por —%:

0 3 5 0 3 5
A=1(2 0 4 2 0 4
1 1 3 3"lea+( 2“lea 0 1 1
Se llega a la misma matriz multiplicando la matriz elemental sz(—%) por A
como se muestra continuacion:

1 0 0\ /035 035
Pyp(-3)A=(0 1 0|2 04]=[20 4
0 -2 1/ \1 1 3 011

o

El siguiente resultado muestra cémo calcular la inversa de una matriz elemen-
tal P. Observar que esta inversa es a su vez una matriz elemental que deshace la
transformacién que realiza P.
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Proposicion 2.6. Las matrices elementales son regulares. Sus inversas son también
matrices elementales y vienen dadas por:

» (Py) t =Py, Vi
s (Pi(a) P =Pla ) =P (), VaeR, a#0.
» (Pyj(a))™t=Pj(-a), VYaeR.

Observacion. Las transformaciones elementales introducidas en la Definicién 2.3
se podrian haber realizado por columnas, obteniendo asi las operaciones elementales
(de tipo I, II y III) por columnas. Mas concretamente, si A € Matyxm(R) v Pjj,
Pi(a), P;j(c) € Maty,(R) denotan las matrices elementales (de orden m), entonces:

» A(P;;)" es la matriz que resulta de intercambiar las columnas 4, j de A.

» A(Pi(a))" es la matriz que resulta de multiplicar la columna i de A por «,
siendo o € R, a # 0.

» A(Pj(a))! es la matriz que resulta de sumar a la columna i de A la columna
J multiplicada por a.

Notar que en este caso hay que colocar las traspuestas de las matrices elementales
a la derecha de la matriz A. Este hecho es de utilidad en el Capitulo 9. Por otra
parte, las matrices elementales de tipo I y II son simétricas, mientras que las de tipo
IIT no. Més concretamente, se verifica:

(Py)' =Py, (P(e)' =P(e),  (Py(a))" = Pji(a).

v Ejemplo 7. Para sumar a la tercera columna la segunda multiplicada por —%
en la matriz del Ejemplo 4, hay que hacer la siguiente multiplicacién:

0 35\ /L0 0 0 3 72
APp(-3)t=(2 0 4|0 1 -12]=|2 0 4
113/ \00 1 1 1 50

2.3. METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA

Para llevar una matriz A a una forma escalonada se realizan las operaciones
elementales que se acaban de definir en un cierto orden de modo que los pivotes van
apareciendo progresivamente, empezando por la primera fila. Este proceso se conoce
como método de eliminacién gaussiana, y sus etapas las recoge el algoritmo
siguiente.
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Algoritmo de Gauss

Dada una matriz A se aplican los siguientes pasos para llevarla a una escalonada:
1. Si la matriz A es la matriz nula, parar.

2. En otro caso, buscar en la primera columna no nula por la izquierda de A
algin elemento no nulo A (pivote) e intercambiar la primera fila con la que
contiene al pivote (operacién elemental de tipo I).

3. Multiplicar ahora la primera fila por 1/x haciendo que el pivote valga 1 (ope-
racién elemental de tipo II).

4. Anadir a cada fila distinta de la primera un multiplo escalar de la primera
para obtener 0’s debajo del pivote (operacién elemental de tipo III). Como se
hacen ceros por debajo del pivote, las matrices elementales que se utilizan son

siempre Pj;(a) con .

5. Repetir los pasos 1-4 con las restantes filas de A, a partir de la columna si-
guiente.

Aplicando este algoritmo a cualquier matriz se obtiene una matriz escalonada:
a’ll CREEY al] CEEEY a/lm DR * EREEY *
a;1 Qzj e Ain —_ 0 *
anl - anj Apm 0 0 *

En la préctica el algoritmo permite variaciones, por ejemplo intercambiar los
puntos 3 y 4 o trabajar con pivotes no necesariamente de valor 1.

v' Ejemplo 8. Aplicar el algoritmo de Gauss a la matriz A para llevarla a una
matriz escalonada por filas:

0 3 5

A=12 0 4

1 1 3

Solucién:
035 L A N 11 3
A=[2 0 4] —22 (2 0 4] —2"2 (0 —2 -2
1 1 3 1@ fila<+34 fila 0 3 5 24 fila—2-12 fila 0 3 5
1 1 3 1 1 3 1 1 3
Py(—1 _ Pa(i

209 o1 a2 o1 1] 22 [0 10
(_%).Qtlfjla 03 5 34 fila—3-2¢ fila 00 2 (%)‘3afila 00 1
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‘ Método de Gauss-Jordan‘

Tras aplicar el método de Gauss a la matriz A, se puede continuar realizando
operaciones elementales a la matriz escalonada obtenida para llevarla a su forma
escalonada reducida. Este proceso, conocido como método de Gauss-Jordan,
consiste en aplicar operaciones elementales de tipo III con ¢ < j, para obtener ceros
por encima de los pivotes.

al 1 PR a/l‘] e a/lm

' Método de Gauss
ail Qj 5 (e779) I —
anl o e a/n] e a/nm

S Método de S
(_) ) . * Gauss-Jordan 0 ) . *

0’s por debajo de los pivotes 0’s por encima y debajo de los pivotes

V' Ejemplo 9. Aplicar el algoritmo de Gauss-Jordan a la matriz A para llevarla a
una matriz escalonada reducida por filas:

0 3 5
A=12 0 4
1 1 3
Solucién:
003 5 (e (LR 11 3
A=1[2 0 4 peracw.neseemen ales 01 1 23_) 01 0
1 1 3 Ejemplo 8 00 1 2¢ fila—32 fila 00 1
1 1 0 1 0 0
Pis(=9) 01 0] 220 1o 1 0
12 fila—3-3% fila 00 1 1 fila—2% fila 00 1



Método de eliminacién gaussiana 41

Todo el proceso de eliminaciéon gaussiana se puede resumir en un producto ma-
tricial, donde intervienen la matriz inicial, la matriz escalonada final y las matrices
elementales que recogen las operaciones elementales realizadas.

Proposicién 2.7. Toda matriz A € Mat,xm(R) se puede transformar mediante
operaciones elementales por filas en una matriz escalonada por filas (o escalonada
reducida por filas).

Como consecuencia de esta proposicién se puede enunciar el siguiente corolario.

Corolario 2.8. Sean A, B € Mat,x,(R). Si B resulta de A tras aplicar una se-
cuencia de operaciones elementales por filas, entonces existe una matriz regular
Q € Mat,(R) tal que

B =QA.

Demostracion. Realizando a la matriz A una secuencia de operaciones elementales
por filas se obtiene la matriz B. Cada una de estas operaciones elementales se
corresponde con una matriz elemental ); como se indica en el siguiente esquema:

A— A — Ay —...— A. =B.
Q1 Q2 r

Por tanto,

A=A
Q241 = Ay

Repitiendo el mismo razonamiento se llega a

} = Q2014 = As.

Qr... QA=A =B.

Basta tomar @ = Q,...Q20Q1 € Mat,(R), que es regular por ser producto de
matrices elementales que son regulares. ]

Nota. Para hallar @, en lugar de realizar el producto de todas las matrices,

Q:QT"'QQQIZQT"'QQQIITM

basta hacer a la matriz identidad las mismas operaciones elementales (y en el mismo
orden) que se realizaron a la matriz A.

A— B Qr...Q1A = B,

op. elem. filas

In QR Q.. =0Q.

mismas op. elem. filas

Los dos procesos se puede realizar de manera simultanea:

(A1) ———— (B Q).

op. elem. filas
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v Ejemplo 10. Utilizar las operaciones elementales realizadas a la matriz A del
Ejemplo 8 para hallar una matriz regular @) tal que B = QA, siendo B la matriz es-
calonada por filas obtenida en dicho ejemplo. Expresar ) como producto de matrices
elementales.

Solucién: Siguiendo la demostracion del Corolario 2.8, se tiene que:

B = P3(1) P3o(=3) Po(—3%) Par1(—2) P13 A = QA,

v asi la expresion de @) es:

Q = P3(3) P32(=3) Pa(—3) Pu(—2) Pi3
10 0 1 0 0 1 0 O 00 0 01
=({0 1 0 0 1 0 0 -1/2 0 2 10 010
0 0 1/2 0 -3 1 0 0 1 0 1 1 00
0 0 1
=0 -12 1
Y2 34 =32
El proceso se puede realizar en una sola vez:
0 3 5|(1 00 11 3[/0 01
(AlI))=| 2 0 4/0 1 0 |—| 2 0 4{0 1 0
113/001) "™ \o35/1o00) ™2
1 1 3|00 11 3/0 0 1
— 1 0 -2 —-2|0 1 — 101 1|0 -2 1 | —
0 3 5|10 P20 \o 3 5/1 0 o) P09
11 3/0 O 1 11 30 0 1
— {01101 1 J—=|011]0 -1 1
00 2[1 32 =3/ PG \ o0 1)1 31 -3p
(B1Q
De aqui se tienen las matrices buscadas:
11 3 0 0 1
B=|0o1 1], @Q=[0 -12 1
0 0 1 1/2 3/4 —3/2

Se puede comprobar que efectivamente B = Q A.
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2.4. FACTORIZACION LU

Aplicando el Corolario 2.8 se puede obtener una factorizaciéon de la matriz A €
Maty, xm(R) como:
B=QA= A=Q 'B.

El caso mas utilizado de esta factorizacién es aquel en el que B es una ma-
triz escalonada por filas (con pivotes 1's) y Q! triangular inferior, denomindndose
factorizacion LU de la matriz A.

Para conseguir este propdsito es necesario limitar el tipo de operaciones elemen-
tales en el algoritmo de Gauss. Unicamente se permite realizar operaciones de dos
tipos:

= Tipo II: Multiplicacién de una fila por un escalar no nulo, codificada a través
de la matriz elemental P;(«a), con a # 0.

s Tipo III: Adicién a una fila i de un multiplo escalar de una fila anterior j,
codificada a través de la matriz elemental P;;(c), con

Observacion. En el proceso anterior no se permite realizar intercambio de filas
(tipo I) ni operaciones elementales de tipo IIT con i < j.

Las matrices Pj(a), o # 0, y Pij(«), @ > j, son triangulares inferiores, asi como
sus inversas Pl(é) y P;j(—a). Si se denotan por Q1, ..., Qs las matrices de los tipos
anteriores que recogen las operaciones elementales realizadas para llegar de A hasta
U, se tiene:

Qs...Q2q1A=U.
Despejando A:

A=(Qs...Q2Q1) U = (QT'Q7 ...Q;HU = LU.

L

La matriz A se puede expresar como el producto de dos matrices donde L es
triangular inferior (por ser producto de triangulares inferiores) y regular, y U es
triangular superior (o escalonada).

Se puede enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.9. Sea A € Mat,xm(R). Si A puede ser reducida a una forma
escalonada mediante el algoritmo de Gauss sin intercambio de filas, entonces
existe una matriz L € Mat,(R) triangular inferior y regular, y una matriz U €
Mat,, xm (R) escalonada (y por tanto triangular superior) tales que:

A=LU.
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Definicion 2.10. La descomposicién de A como producto de las matrices L y U
se denomina factorizacion LU de la matriz A.

Observaciones.

» Sea A = LU, con A € Mat,xm(R). Entonces, las matrices A y U son de la
misma dimensién y tienen el mismo rango (ver Definicién 2.12). La matriz L
es regular de tamano n x n.

= Dada una matriz A, las matrices L y U obtenidas en la Proposicién 2.9 no son
lnicas, es decir, la factorizacién LU de una matriz A no es tnica.

= Regla nemotécnica:
L +— Lower triangular matrix.
U <+— Upper triangular matrix.

v Ejemplo 11. Hallar una factorizacion LU de la matriz

0o 1 -3 -1 2
A=|0 -2 6 6 4
0 -1 3 7 10

Solucion:

01
A=10 -2 6 6 4] —— |0 0 0O 4 8| ——
0 0

0 -1 3 7 10 2 0 6 12/ UM

00 0 1 2
00 0 6 12

P26 \o 0 o0 tl)
Recogiendo las matrices elementales utilizadas:
U = P33(—6) Py (1/4) P31(1) P21(2) A,
y despejando la matriz A:
A = (Ps(=6) Py (Ya) Ps(1) P (2)) ' U
= Py (—2)P31(—1)P(4)Ps2(6) U.
L

Para hallar L se pueden multiplicar las matrices elementales anteriores o aplicar
las operaciones correspondientes a la matriz identidad.

L = Py (—2) Py (—1)Py(4) P32 (6) 5.
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100 100 100
010 —~ lo10 — o4 0] ——
O 0 1) P32(6) 0 6 1) P2(4) 0 6 1 P31(*1)
1 00 1 00

0 40| —— (-2 4 0] =L

16 1) ™2 16 1

La descomposiciéon LU obtenida es la siguiente:

1 0 0 01 -3 -1 2
A=1-2 4 0 00 O 1 2
-1 6 1 00 0 0 O

L U

b

~~ Ejercicio. Comprobar que si en lugar de la operacién elemental (x) se hace
primero P3(1/6) y luego Ps2(—1), se obtiene otra descomposiciéon LU de A distinta a
la anterior. Concretamente:

1 00 01 -3 -1 2
A=1[-2 4 0 00 0 1 2
-1 6 6 00 0 O O

L U

Nota. Si en el proceso de llevar A a una matriz escalonada se necesita hacer inter-
cambio de filas, se obtiene la llamada factorizacion PA = LU. En primer lugar se
realizan a la matriz A todas las permutaciones de filas necesarias en el proceso, ob-
teniéndose asi una matriz B que se puede factorizar como B = LU. Las operaciones
elementales de tipo I realizadas a la matriz A se recogen en una matriz P llamada
matriz de permutacion que verifica B = PA, de modo que

PA=1LU.
v Ejemplo 12. Hallar una factorizacion LU de la matriz

0o 1 -2
A= 0 0 4
-1 2 1
Solucién: En primer lugar se observa que es necesario hacer intercambios de filas

para poder escalonar la matriz. Esto quiere decir que la factorizacién a obtener es
del tipo PA = LU:

0 1 -2 -1 2 1 12 1
00 4|—(0 0 4]—]0 1 -2|=B = B="PyP3A.
12 1) ™ \o 1 -2/ ™ \o o 4 —
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La matriz B se puede escalonar sin intercambios de filas:

-1 2 1 1 -2 -1
B=|0 1 2| —— |0 1 =2|=U=U-=DP(Y4)P(-1)B.
Pi(-1)
0 0 4 Pl 0 0 1
3(1/4)

Se tiene que:
U = P3(1/4)P1(—1)B = Ps5(1/4) P1(—1)PA,
de donde

PA = [P3(1/a) P (-1)]71 U,
L

001 -1 0
P=PgPs3=|(10 0|, L=P(-1)Ps(4)=|[ 0 1
010 0 0

= O O

La descomposicién encontrada es la siguiente:

01 -1 0 0 1 -2 -1

10 0JA=(0 1 0 0 1 =2
10 0 0 4 0 0 1
P L U

2.5. RANGO DE UNA MATRIZ

Como se ha visto en la Proposicion 2.7 toda matriz se puede transformar median-
te operaciones elementales por filas en una matriz escalonada o escalonada reducida
que proporciona informacién importante de la matriz inicial.

Proposicién 2.11. Se considera una matriz A € Mat, xm,(R), y se transforma me-
diante una secuencia de operaciones elementales por filas en una matriz escalonada
o escalonada reducida por filas B € Mat,, x,(R). El nimero de filas no nulas de la
matriz B depende solo de la matriz original A y no de las operaciones elementales
realizadas.

Definicién 2.12. Dada una matriz A € Maty,xm,(R), se llama rango de A, y se
denota por rg A, al nimero de pivotes de una matriz escalonada, B € Mat,,xm, (R),
(o escalonada reducida) obtenida tras aplicar operaciones elementales por filas a
la matriz A.
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Nota. Observar que si A € Mat,,x,,n(R) es una matriz escalonada por filas, entonces

rg A es directamente el nimero de filas no nulas de A. Asi por ejemplo:
» rg [, =n.
» 18 Opxm = 0.
v Ejemplo 13. Calcular el rango de la matriz A:
0 35
A=12 0 4
11 3

Solucién: Utilizando las operaciones del Ejemplo 8,

0 3 5 1 1 3
A=12 0 4] — |0 1 1] =8.
1 1 3 op. elem. filas 00 1

Se observa que el nimero de pivotes de B es 3. Asi, rg A =rg B = 3.

V' Ejemplo 14. Calcular el rango de la matriz A dependiente del pardmetro a:

A_<‘f 421>

Solucién: Se comienza permutando las filas 1 y 2 de la matriz A para asegurar que

en la posicién (1, 1) aparece un elemento no nulo que puede actuar como pivote.

(o 2y _ (14 1 4
~\1 4) Py \a 2) Py(-a) \O 2—4a)’

Se observa que si a = 1/2, rg A = 1, mientras que si a # 1/2, rg A = 2. En este

altimo caso, el elemento 2 — 4a se considera un pivote por ser un valor no nulo.

Propiedades. Sean A, B € Mat,,«,(R), entonces se verifica:
1. 1g(A+ B) <rgA+1gB.
2. rg(kA) =rg A, VkeR-{0}.
3. rg A=rg Al
4. rg(PA) =rg A, VP € Mat,(R) regular.

5. rg A < min{n,m}.

(o
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2.6. CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Se pueden aprovechar las operaciones y matrices elementales para calcular la
inversa de una matriz. Se enuncia el siguiente teorema que indica cudndo una matriz
cuadrada tiene inversa.

Teorema 2.13. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A es regular, es decir, 3A~L
2. rgA=n.

3. A se puede llevar por operaciones elementales a la identidad (que es su forma
escalonada reducida).

4. A es producto de matrices elementales.
5. |A] #0.

En el caso de que la matriz A € Mat, (R) cumpla una de las condiciones del
teorema anterior, para calcular A~! basta aplicar el Corolario 2.8 con B = I,,, es
decir, llevando la matriz A hasta la identidad mediante operaciones elementales. Asi,

y @ es la inversa de A, Q = A1

Por tanto se puede seguir el siguiente esquema para hallar la inversa de A:

(A | In) — (In ‘ A_1>

op. elem. filas

Con este método, si se recogen las operaciones elementales realizadas en sus
correspondientes matrices elementales, se puede ademds factorizar A y A~ como
producto de matrices elementales:

Qr... Q21 A = Iy,

AT =Qr...Q2Q,

A=Q7'Qy ...
v' Ejemplo 15. Dada la matriz

3 -1
= (%)

calcular A~! y escribir A y A~! como producto de matrices elementales.
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Solucién: Se hacen operaciones elementales por filas hasta transformar la matriz A
en la identidad siguiendo el algoritmo de Gauss-Jordan:

A= (3 Loy (1 2]01 1 2100 1
7\1 2001 )P, \3 =11 0) pys \0O 7|1 =3

120 1 1 0| 27 yr 4
— — = (I | A7Y).
Po(-1) <0 L] =y 3/?) Pr2(-2) <0 1 > (B ]47)

A
Luego la inversa de A es:
(2 7
A7 = (1 Lo

Aplicando el Corolario 2.8,

Pia(=2) Py (1) Po1(=3) Py A = I,
de donde se puede expresar A~! y A como producto de matrices elementales
A7l = Piy(=2) Py (—1) Pn(=3) Pia,

A = Py Py (3) Py(~T7) Pia(2).
&

Se presenta un caso en el que no se dan las condiciones del Teorema 2.13 y por
tanto no se puede calcular la inversa de la matriz dada.

v Ejemplo 16. En caso de que sea posible, escribir A como producto de matrices

elementales:
4 2
A (2 1).

Solucién: Se realizan operaciones elementales a la matriz (A | Iz) hasta obtener
una forma escalonada por filas:

(A\I)—42104»2101 2 1|0 1
72 1101 )P\ 421 0) py2\0 01 =2

1 1200 1)2
pl(%) 0 O 1 -2 ’

Se observa que rg A # 2, y por tanto A no tiene inversa. Es decir, la matriz A
no se puede llevar a la identidad mediante operaciones elementales y por tanto no
se puede expresar como producto de matrices elementales.

i
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2.7. APLICACIONES: CRIPTOGRAFIA

Una aplicacién interesante de las matrices es la codificacién de mensajes, de
manera que una persona ajena no sea capaz de descifrar un mensaje que ha sido
cifrado. Este proceso es conocido como criptografia y se realiza en varios pasos.

En primer lugar, se transforma el mensaje escrito en una lista numérica asignando
a cada letra el nimero que ocupa en el alfabeto. Al espacio en blanco se le asigna el
cero. Por simplicidad no se distingue entre maytsculas y mintsculas, se ignoran las
tildes y signos de puntuacion, y la letra 11 se convierte en la letra n. De esta manera
solo hacen falta los niimeros del 0 al 26 como se muestra a continuacion:

Letra Numero Letra Numero Letra Numero Letra Numero

o 0 G 7 N 14 U 21
A 1 H 8 O 15 A% 22
B 2 I 9 P 16 w 23
C 3 J 10 Q 17 X 24
D 4 K 11 R 18 Y 25
E 5 L 12 S 19 7 26
F 6 M 13 T 20

Por ejemplo, el texto “ACADEMIA GENERAL MILITAR”, después de trans-
formar cada letra en nimero, se convierte en la lista:

L= [ 1,3,1,4,5,13,9,1, 0, 7,5,14,5,18,1,12, 0, 13,9,12,9, 20, 1,18 ]

ACADEMIA GENERAL MILITAR

En segundo lugar, hay que considerar una matriz regular C' llamada matriz de
codificacién o matriz de Hill, por ejemplo

2 -1 1
c=11 3 1],
1 2 1

y convertir la lista L anterior en una matriz A por bloques, donde cada uno de ellos
es una matriz columna de longitud igual al orden de C. Esto es simplemente para
que las dimensiones de las matrices C' y A sean adecuadas para poder realizar el
producto C'A.

En nuestro ejemplo,

11419751219 (20
A=13|5|1|5 18] 0|12 1
1113{0|14| 1 |13|9 |18
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A continuacién, se realiza la siguiente multiplicacién de matrices:

0116|1723 | =737 |15 |57
CA=1[11(32|12]36| 60 |25 |54 |41 | = B.
8 | 27|11 31| 42 | 25|42 |40

Finalmente, se convierte la matriz por bloques columna B en una lista y se
transmite el mensaje de la siguiente forma:

0,11,8, 16,32,27, 17,12,11, 23,36,31, —7,60,42, 37,25,25, 15,54,42, 57,41,40 |.

Para quienes desconozcan la matriz C' de codificacién, es dificil descifrar el men-
saje anterior. Sin embargo, para un receptor que conozca C, descifrar el mensaje
es simple, basta con repetir el mismo procedimiento descrito anteriormente con la
matriz inversa C 1, ya que

C'B=C"'CA=A4,
I3
recuperando asi el mensaje original.

Siguiendo el esquema del cuadro de la pagina 48, la matriz inversa de C' se puede
calcular como:

2 -1 1[1 0 0 12 1]0 0 1
(ClB)=(1 3 1jo 10|25 |1 3 1/01 0

1 2 100 1 2 -1 1[1 0 0
iy (L2 o0 1N 12 100 1
= fo 1 o001 1) =% 01 001 -1
P \o -5 -1]1 0 -2 00 —1|1 5 -7
my (L2 L0 0y (1 2 01 5 -6
“fo1o0jo 1 1|2 fo1o0[0 1 -1

00 1|-1 -5 7 00 1|-1 -5 7
i (LOO]1 3
——=l010[0 1 —-1]=(L|C™").

00 1|-1 -5 7

Multiplicando C~! por la matriz B se recupera el mensaje original escrito en
forma de matriz A por bloques:
11411975129 |20
C'B=[3|5|1|5[18]0|12|1 | =A.
1[13(0|14] 1 |13] 9 |18

Para terminar el proceso de descodificacion se escribe en forma de lista y se
sustituye cada nimero por la correspondiente letra del alfabeto:
L= [ 1,3,1,4,5,13,9,1, 0, 7,5,14,5,18,1,12, 0, 13,9,12,9,20, 1, 18 ]
ACADEMIA GENERAL MILITAR
Asi, el mensaje original es “ACADEMIA GENERAL MILITAR” como ya se sabia.
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Observacion. A veces la longitud de la lista inicial no es divisible por el niimero
de columnas de C. En este caso se anaden espacios en blanco, o equivalentemente,
el nimero 0 hasta completar la matriz. Por ejemplo, el texto “INGENIEROS” da
lugar a la siguiente matriz (observar que hay que anadir dos ceros en la matriz):

9 5 5 19
14 14 18 0
79 15 0

~~ Ejercicio. Usar la inversa de la matriz de codificacion

2 =5
4 1
-1 2
7 0

[ e
— W NN O

para descifrar el siguiente mensaje:
29,79,12,112,—-32,152,70, 176, —85, 39, 33, 35,
31,83,3,119, 8,162, 53,209, —95, 227, 128, 260.

A continuacién vuelve a cifrar el mensaje obtenido usando esta vez la matriz C
de tamafio 3 x 3 de la pagina anterior. Observar que el mensaje cifrado es diferente.
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2.8. COMANDOS DE wzMazima

Tras introducir una matriz A se pueden realizar las siguientes operaciones:

» Transformar una matriz en una escalonada por filas (con pivotes 1) mediante
operaciones elementales:

-=> echelon(A);

» Transformar una matriz en triangular superior (similar a la escalonada) pero
sin pivotes 1:

- triangularize(4);

= Calcular el rango de una matriz:

-=> rank(A);

= Hallar la inversa de una matriz A cuadrada y regular:
-=> invert (A);

Comando al que también se accede desde “\Algebra\Invertir Matriz”.

Los comandos anteriores pueden no funcionar correctamente en el caso de que
la matriz A contenga pardametros.

Operaciones elementales

= Operacién elemental de tipo I:
-=> rowswap(A,i,j);

Este comando devuelve la matriz que se obtiene a partir de A intercambiando la
fila¢ porlafila j. Si A = I,, entonces el resultado de “rowswap (ident(n),i,j)”
es la matriz elemental P;; de orden n.

= Operacién elemental de tipo III:
- rowop(A,i,j,-a);

Este comando devuelve la matriz que resulta de sumar a la fila i de A la
fila j multiplicada por “a”. Si A = I,, entonces “rowop(ident(n),i,j,-a)”
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es la matriz elemental Pj;j(a) de orden n. Atencién al signo menos que hay
que anadir al parametro “a” para que el comando coincida con la operacién

elemental de tipo III definida en el texto.

Operacién elemental de tipo II: wrxMazima no dispone de un comando es-
pecifico para realizar la operacion elemental de este tipo, pero se puede definir
utilizando la operacién elemental de tipo III. Multiplicar la fila i-ésima de A
por a es equivalente a sumar a dicha fila i ella misma a — 1 veces. Esto se
consigue con el comando “rowop”:

-=> rowop(A,i,i,1-a);

Si A = I,, entonces “rowop(ident(n),i,i,1-a)” es la matriz elemental P;(a)
de orden n.

‘ Factorizacién LU ‘

Para obtener la factorizacion LU de una matriz A cuadrada y regular los coman-

dos son:

-=> A:matriz(filal,...,filan)$

M:1lu_factor(A)$
get_lu_factors(M);

El cbdigo solo funciona para matrices A cuadradas y devuelve una lista de tres

matrices [Py, L,U] donde P; es una matriz de permutacién, L es triangular inferior
con 1’s en la diagonal y U es triangular superior de modo que A = P;LU.

Observar que esta no es exactamente la descomposicion PA = LU que se ha

definido en el texto. Presenta dos diferencias: por una parte, P = P; 1 y en el
capitulo se ha definido la matriz U con pivotes 1’s.
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2.9. EJERCICIOS PROPUESTOS

‘Método de eliminacién gaussiana

1. Escalonar las siguientes matrices aplicando el algoritmo de Gauss.

11 2 1 1 -1 3 _11 f ‘I)
A={3 -1 1), B=|-14 5 2| CO=|, 5 .
-1 3 4 1 6 3 4 0 34

2. Para cada una de las siguientes matrices encontrar una matriz regular Q) tal que
QA = B, siendo B una matriz escalonada, y expresar () como producto de matri-
ces elementales:

1 1 —9 1 2 -1 0 2 1 =10
a)(2 1 0) b)[3 1 1 2 3 -1 2 1
1 -3 3 2 1 -2 3 1
3. Encontrar una factorizacién LU de las siguientes matrices:
2 6 -2 0 2 2 4 2
AA=(3 9 -3 3 1}, Ay=(11 -1 3
-1 -3 1 -3 1 -1 7 -7
Rango de Matrices
4. Determinar el rango de cada una de las matrices del Ejercicio 1.
5. Calcular p y ¢ para que el rango de la siguiente matriz sea igual a 2:
2 3 4 5
6 2 -1 4
-4 -13 p ¢
6. Discutir el rango de las siguientes matrices segin los valores de a y b:
2a¢ b 1 1 2 0
A=12 ab 1], B=|a 8 3
2 b a 0 b 5
Inversas de Matrices
7. Calcular la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 2 0 0 0
11 1 -2 1 ’0138_21 01300
a)(32) by|-2 5 -4 0)1_2_20 4o o1 5 0
1 -4 6 0 -1 -1 o0 00017
0 00 01
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Matrices II. Operaciones Elementales

. Calcular la inversa de las siguientes matrices:

b

Il
oo
o wo
~ o oo

= o O
Sy
Il

O w o o

S o N O
[Nl

. Sea A = diag(a11,...,an,) € Mat,(R) una matriz diagonal con a;; #0, Vi=1,...,n.

Calcular la inversa de A.

Calcular la inversa de las siguientes matrices triangulares:

1 -1 0 0 111 1 1 2 3 4
0 1 -1 0 01 1 1 01 2 3
o 0 1 -1 P lo 0 11 o 0 1 2
00 0 1 00 0 1 00 0 1

Calcular, en caso de que exista, la inversa de las siguientes matrices, expresando A y
A~1 como producto de matrices elementales:

101 111 2 3 4
ay[1 1 0 b)[0 0 1 o2 11
01 1 00 1 -1 1 2
1 2 2 1 0 -1
A2 -1 1 )3 4 —2

1 -3 -1 3 5 —2

Se consideran las siguientes matrices:

(Y )

Comprobar que (A+ B)~t# A=t + B~L.
Encontrar dos matrices A, B € Mats(R) singulares, tales que A + B sea regular.
Expresar la condicién que deben cumplir los elementos de la matriz A = (i Z) para

que sea regular. En tal caso hallar la inversa de A.

Hallar la inversa de

SO0 Q
o o ac
o 2 oo
QUL O O

En cada caso encontrar los valores de a y b para que las siguientes matrices sean
regulares:

2 0 0 1 a b
A=10 a+1 -1 ], B=|1 a®> b
0 1 a—3 1 o v
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2.10. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

’Método de eliminacién gaussiana‘

1. Unas posibles matrices escalonadas son:

1 1 2 1 1 -1 3 (1) ? 4?3
Aesc = 01 5/4 3 Besc = 0 1 4/5 1/5 5 Cesc = 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 00 0

2. La solucién de este ejercicio NO es tinica. Aqui se propone una solucién posible.
1 0
0 Q=rhra@ = (4, 1)
11 =2
B=QA= (O : 4/3>.
1 0 0
b) Q= Py(—5)Ps2(~1)Ps(=1)Pu(=3) = |5 ~1/5 0],

2 -1 1
1 2 -1 0
B=QA=[0 1 -4 -2/5].
0 0 O 0

0 O 1
¢) Q= Py(1)Ps2(—1)Ps31(—2) Py (—3)Pi3 = (0 s _3/5) ;
1 -1 1

1 -2 3 1
B=QA=[0 1 -7/5 -2/5].
0 0 0 0

2 0 0 13 -1 0 1
A=3 3 o]foo 1 -3
(1 -3 1)(000 0 0)
1
—2/3 | .
0

‘ Rango de Matrices ‘

o

b

0

Il
~//
I = o
—

|
@wo
= o o
\—/
~
O O =
S~ N

4. rg A =3, rg B =2, rgC = 2.

5. 1gA=2 < p=gq=-21.
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6. rgA=14¢2 si

3 si

2 si
rg B =
& {3 si

Matrices II. Operaciones Elementales

vb € R.

a=-2, VbeR.
{a;éQ,asél y b=0.
a# -2, a#1 y b#0.
10a +3b—40 = 0.

10a 4 3b — 40 # 0.

a=1,

‘ Inversas de Matrices

7.
14 8 3
25 -1/
a)<7§/5 4/é> b)| 8 5 2
3 21
1 -2 6 -30 210
_01 _02 _11 :; 0 1 -3 15 -105
c) dfo o 1 -5 35
12 1 2
0 -1 0 0 0 0 o0 1 -7
0o 0 0 0 1
8.
0 0 0 s
I N
- 0 o0 1 ’ 1o Y2 0 0
1 0 0 O
9. Realizar las operaciones elementales Pz(ai), Vi = 1,...,n. Observar que el resultado
coincide con la Proposicién 1.8.
10.
1 1 11 1 -1 0 0 1 -2 1 0
01 1 1 0O 1 -1 0 o 1 -2 1
Yl o 11 Plo o 1 -1 o o 1 2
0 0 01 0 0 0 1 0o 0 0 1

11. Atencién: Las operaciones elementales necesarias para realizar la inversa NO son tnicas,
aunque la inversa si lo es. Aqui se muestra una solucién posible.

Uz 1 -1/
a) | —Y2 2 1)2
o =l 1/

Al = P23(1)P13(—1)P3(%)P32(_1)P21(_1)a
A = Py1(1)Ps2(1) P3(2) P13(1) Pa3(—1).

b) #4-1,
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-1 2 1
|5 -8 —6
-3 5 4
A1 = Py(=3)Py(—1) Pa3(5)Py3(1) Pra(—1) Psa(=5) Pa(4) Py (2) Por (2) Py,
A = Pi3Py1(=2) Py (—2)P3(3) Pss(5) Pia(1) Py(—1) Pag(=5) Py (= 1) Py (= 1).

d) 341,
—2 5 —4

) [0 -1 1
-3 5 —4

A7 = Py(—§)P13(—4) Pa3(1) Psa(—5) Po(5) P31 (—3) Pa1 (=3),
A = P51(3)P31(3)P2(4) P32(5) Pag(—1) P13(4) Ps(—4).

12. Después de realizar los célculos se observa que las matrices son diferentes:

w30 (3 )

13. La respuesta no es tnica. Una posible solucién es la siguiente:
1 00 0 00
A=|(0 1 0], B=[0 0 0
0 0 0 0 0 1

14. Condicién para que A sea regular: ad — be # 0.

_[a b -1 _ 1 d —b
() mae (1)

15. Utilizando una descomposicién en bloques adecuada y los resultados del ejercicio ante-

rior:
d —-b| 0 0
_ 1 —c a 0 0 .
i | 0 o [ad st ad=be#0.
0 0 |—c a

16. A es regular <= a # 14 /3.
B es regular <= ab(a — 1)(b—1)(a —b) # 0.






CAPITULO 3

Sistemas de Ecuaciones
Lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen desde los primeros testimonios ma-
tematicos escritos de los que se tiene noticia. El primer uso demostrado del método
de eliminacién gaussiana aparece en el siglo III a.C. en China. No obstante, el estu-
dio sistematico de los sistemas de ecuaciones lineales se debe a Leibniz y Cramer, a
lo largo del siglo XVIII. Por otra parte, Von Neumann fue el primero en estudiar de
qué forma contribuyen los errores de redondeo individual al error total y en 1948, el
matematico inglés Alan Turing desarrolls la factorizacién LU. El método de Gauss
en su formulacién moderna fue presentado por Isaac Newton y recibié el apelativo
de método de eliminacion gaussiana a partir de la IT Guerra Mundial.

El planteamiento y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales aparece en nu-
merosas situaciones, tanto cotidianas como de la Ciencia y la Ingenieria, por lo que
se considera una herramienta esencial para la resoluciéon de problemas. Como apli-
caciones se pueden citar los circuitos eléctricos, el ajuste de reacciones quimicas, los
modelos econémicos de input-output o la modelizacién lineal de fenémenos fisicos y
econdémicos.

Este capitulo se centra en aplicar los métodos de eliminacién gaussiana, apren-
didos para matrices, a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Ademas de
los métodos anteriores, que se consideran directos, se proponen otros de tipo itera-
tivo que calculan soluciones aproximadas de los sistemas de ecuaciones. Para estos
iltimos métodos es de gran importancia la utilizacion de un software matematico.

61
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3.1. DEFINICION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

La expresion general de un sistema de n ecuaciones lineales con m incégnitas es
la siguiente:

a1121 + a1222 + -+ - + ATy, = by
An121 + ap2x2 + -+ + ApmTm = by,

donde a;;, b; € R son datos conocidos mientras que z1, ..., T, € R son las incégnitas
a determinar. El sistema anterior se puede expresar matricialmente como Ax = b:

ail - QAim T1 by
- )
an1 Gnm Tm bn
N——
A x b

donde A € Mat, xm(R) se denomina matriz de coeficientes, x € Mat,, «1(R) es la
matriz o vector de incégnitas y b € Mat, «1(R) la matriz o vector de térmi-
nos independientes.

En lo que sigue, es de gran utilidad considerar una nueva matriz que englobe a
la matriz de coeficientes A y al vector de términos independientes b como una nueva
columna.

Definicion 3.1. Dado un sistema de n ecuaciones lineales con m incégnitas en
forma matricial Ax = b, se define la matriz ampliada del sistema, denotada
por (A[b) € Mat,, (;m+1)(R), como la matriz que surge al afladir a la matriz A la
columna b, correspondiente al vector de términos independientes.

air 0 Gim | b1
(Alb) =

Gpl  **°  OGnm bn

v' Ejemplo 1. Expresar el siguiente sistema de ecuaciones lineales en notacién
matricial y construir la matriz ampliada asociada:

r—y=23
20 + 2z = —1.
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Solucién: En primer lugar se identifica el vector de incégnitas y el vector de términos
independientes:

T
x=\|y| € Matgxl(R), b= (_31> € Matgxl(R>.

z

La matriz A de coeficientes del sistema debe ser de dimensién 2 x 3 para que sea
compatible con las dimensiones de x y b:

1 10
A‘(z 0 1)‘

La expresion matricial del sistema es:

caaf)-0)

La matriz ampliada es de dimension 2 x 4:
3
1 /-

v Ejemplo 2. Construir el sistema de ecuaciones lineales que tiene como matriz
ampliada:

am =y 3

<

0 2 -1]1
Ab)=| -1 4 2|0
2 -3 0 |-1

Solucidén: La matriz (A |b) tiene dimensién 3 x 4 por lo que el nimero de incégnitas
es 4 —1 = 3. Llamando z, ¥, z a las incégnitas, la expresion matricial del sistema es:

0o 2 -1

Realizando el producto de las matrices A y x se puede construir el sistema lineal:

20 —z=1
—x+4y—22=0
2z — 3y = —1.
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Un tipo especial de sistemas de ecuaciones lineales es el siguiente:

Definicion 3.2. Un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo si todos
los términos independientes son nulos:

@111 + a12%2 + . .. + 1Ty =0

Ap1T1 + an2®o + ... + ATy, = 0.

0

En formato matricial, b= | : |, por lo que el sistema se expresa Ax = 0.

Dado un sistema de ecuaciones, el problema que se plantea es encontrar los
valores desconocidos de las variables x; que satisfacen todas las ecuaciones del mismo.

Definicion 3.3. Dado un sistema de ecuaciones lineales, se dice que una asigna-
cién de valores a las incégnitas,

€Tl = kl,...,ﬂ?n :kna
es una solucién del sistema si hace que se verifiquen todas las ecuaciones del

sistema:
a11kr + aioke + - - - + armkm = b1

an1k1 + apgko + - + apmkm = by

Definicion 3.4. Dado un sistema de ecuaciones, se denomina;:
= Solucién general al conjunto de todas las soluciones del sistema.

= Solucién particular a una solucién concreta del mismo.

Definicion 3.5. Dos sistemas se dicen equivalentes si tienen la misma solucién
general.

v Ejemplo 3.

= El sistema
r+y=3
2042y =6
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tiene como solucién general el conjunto {(A\,3 — A) |A € R}, mientras que
xz = 1, y = 2 es una solucién particular del mismo. Observar que la solucién
particular pertenece al conjunto que define la solucién general tomando A = 1.

= El sistema anterior y el siguiente son equivalentes:
—r—y=-3

2042y =26
—3x — 3y = —9.

3.2. DISCUSION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Dependiendo del nimero de soluciones, los sistemas de ecuaciones lineales se
clasifican del siguiente modo:

Definicion 3.6. Un sistema de ecuaciones lineales se dice:

1. Sistema compatible, (SC), si tiene solucién:

» Sistema compatible determinado, (SCD), si tiene solucién unica.

» Sistema compatible indeterminado, (SCI), si tiene infinitas solu-
ciones.

2. Sistema incompatible, (SI), si no tiene solucién.

En ocasiones, antes de resolver un sistema de ecuaciones resulta conveniente
clasificarlo segin la definicién anterior. Si se trabaja en forma matricial, Ax = b, la
relacion entre el rango de la matriz de coeficientes A y el rango de la matriz ampliada
(A|b) permite clasificar el sistema lineal, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.7 (Teorema de Rouché-Frobenius). Dado un sistema de n ecuaciones
lineales con m incégnitas, Ax = b, se verifica:

1. Sirg A =rg(A|b), entonces el sistema es compatible.

» Sirg A =rg(A|b)=m (nimero de incégnitas), el sistema es compatible
determinado.
» Sirg A =rg(A|b) < m (ntimero de incdgnitas), el sistema es compatible

indeterminado.

2. Sirg A #rg(A|b), entonces el sistema es incompatible.
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Observaciones.
= Puesto que A € Mat,xm(R) y (A|b) € Mat,,«(;n41)(R), siempre se verifica

rg A <rg(A|b).

» En el caso particular de los sistemas homogéneos (b = 0) se tiene siempre que
rg A = rg(A|b), es decir, son siempre compatibles, siendo una de sus solu-
ciones la solucién trivial: (z1,...,2,) = (0,...,0). Mds ain, si un sistema
homogéneo es compatible determinado, su tinica solucién es la trivial.

v Ejemplo 4. Clasificar el siguiente sistema dependiendo de los valores del parame-
tro a:

r+2y+z2z=3

r+3y—z=4

T+ 2y + (a®> — 8)z = a.
Solucién: Para clasificar el sistema se utiliza el teorema de Rouché-Frobenius. En
primer lugar, se construye la matriz ampliada del sistema:

1 2 3
(Alb)=( 1 3 -1 |4
1 2 a2—=8la

Para estudiar el rango de A y el rango de (A|b) se lleva la matriz ampliada a
una forma escalonada:

12 1 |3 12 1 3
Ab)=13 -1 |4 ——[01 =2 1
12 a2=8|a/) 2D \0 0 a2-9|a-3

31(—1)

La existencia de dos pivotes garantiza que rg A > 2, y por tanto rg(A|b) > 2.
El rg A es 3 dependiendo de que se anule o no el elemento azs = a®> — 9, mientras
que el rango de la matriz ampliada (A|b) depende de la nulidad simultdnea de los
elementos azs = a® — 9y ass = a — 3.

a?2—9=0 <= a==3
a—3=0 <= a=3.

Discusién del sistema:

a# %3, rgA=3=rg(A|b)=ndmero de incégnitas =
a=3, rg A =2 =rg(A|b) < ntimero de incégnitas =3 —
a=-3, rgA=2 rg(A|b)=3 — [sI]
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Observacion. Cuando se habla de un sistema de n ecuaciones con m incégnitas se
tiende a pensar que n < m. Sin embargo, en numerosas ocasiones ocurre que n > .
En este caso, el sistema se dice sobredeterminado. En general, los sistemas sobre-
determinados son incompatibles pero pueden modelizar problemas reales para los
que es necesario conocer alguna solucién.

Para la resolucién de este tipo de sistemas se procede del siguiente modo:

a) Si el sistema es compatible, se resuelve con alguno de los métodos que se
presentan en este capitulo.

b) Si el sistema es incompatible, en ocasiones es 1til encontrar una buena apro-
ximacién a lo que se consideraria la solucion del sistema, que tiene un gran
componente geométrico como se observa en los siguientes ejemplos. Entre los
procedimientos que se pueden utilizar para aproximar la solucién de estos
sistemas destaca el método de los minimos cuadrados, para el que se puede
utilizar la factorizacion QR de la matriz A asociada al sistema, como se ve en
el Capitulo 6.

v Ejemplo 5. Determinar, en caso de que exista, la ecuacién de la recta que pasa
por los puntos P;(1,1), P»(2,0), P3(—1,3) y P4(%, %)

Solucién: Observando que los cuatro puntos anteriores no estan alineados vertical-
mente, la ecuacion genérica de una recta r que pueda pasar por ellos toma la forma
y = mx + n. Imponiendo que los puntos anteriores pertenezcan a dicha recta se
obtiene el siguiente sistema:

Per < 1=m+n

Per < 0=2m-+n
PRer < 3=-m+n
Pier <+— %:%m+n.

Este sistema es sobredeterminado puesto que tiene 4 ecuaciones y solo 2 incégni-
tas. Para clasificarlo segtin el teorema de Roché-Frobenius, se procede en primer
lugar a escalonar la matriz ampliada asociada al sistema:

1 1)1 1 1 1 1 1 1

2 1|0 0 —1|-2 0 —1|-2

-1 1|3 Po1(—2) 0 2 4 Ps32(2) 0 0 0

12 1|3/ Ps1(1) 0 12| 1 Paz(Y/2) 0 01]0
Py1(=1/2)

Como rg A = 2 = rg(A|b) = ndmero de incognitas, el sistema es compatible
determinado. La solucién del mismo es m = —1 y n = 2, lo que da lugar a la recta
buscada, y = —x + 2.

o
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v Ejemplo 6. Determinar, en caso de que exista, la ecuaciéon de la recta que pasa
por los puntos Py(1,1), P»(2,0), P3(—1,3) y Py(3,0).

Solucién: De manera andloga al ejemplo anterior, se plantea el siguiente sistema:

l=m+n
0=2m+n
3=—-m+n

_ 1
0=s5m+n.

En este caso:

1 1|1 1 1 1 1 1 1
2 110 0 —-1] -2 0 —11] =2
-1 1|3 P21 (—2) 0 2 4 P33(2) 0 0 0
/2 110 P31(1) 0 12 |-l Pis(1/2) 0 0 |3~
Py (=1/2)

Puesto que rg A = 2 y rg(A|b) = 3, se trata de un sistema incompatible, lo
que quiere decir que no existe ninguna recta que pase por los cuatro puntos del
enunciado. La pregunta que se plantea, y que se resuelve en el Capitulo 6, es cudl es
la recta que, sin pasar por los cuatro puntos, mejor se ajusta a ellos.

o

3.3. METODOS DIRECTOS DE RESOLUCION DE SISTE-
MAS DE ECUACIONES

El objetivo de esta seccién es presentar algunos métodos matriciales que permiten
obtener la solucion exacta de un sistema de ecuaciones lineales, siempre, claro esta,
que el sistema sea compatible.

Como caso particular, suponer un sistema Ax = b donde A € Mat,(R) es una
matriz regular. Por tanto, rg A = n = rg(A | b) = nimero de incégnitas y el teorema
de Rouché-Frobenius asegura que el sistema es compatible determinado, es decir,
posee una unica solucion. Esta solucién se puede obtener sin mas que despejar x de
la ecuaciéon matricial Ax = b:

A regular
E—

Ax=Db x=A"1b

El procedimiento anterior tiene como limitacién que solo es valido para sistemas
de ecuaciones cuya matriz de coeficientes sea regular, lo que en particular implica
que debe ser cuadrada.

Los métodos que se presentan a continuacion, método de Gauss, Gauss-Jordan
y LU son validos para cualquier tipo de sistema.
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3.3.1. METODO DE GAUSS

Todo sistema de ecuaciones lineales se puede reducir a uno escalonado equiva-
lente, es decir, a partir de un sistema dado se puede construir otro con las mismas
soluciones y de resolucién (casi) inmediata aplicando el método de sustitucién. El
procedimiento usado para este fin es el método de eliminacién gaussiana, ex-
plicado en la Seccién 2.3, aplicado a sistemas de ecuaciones.

Dado el sistema de ecuaciones lineales

a1171 + a12T2 + - -+ + A1 Tm = b1

Ap1T1 + Ap2T2 + - + QpmTm = by,

se comienza construyendo la matriz ampliada del sistema. Aplicando el algoritmo
de Gauss a dicha matriz se obtiene una nueva matriz escalonada:

a’].]. PP al] PP alm bl - * PP * *

L0 I /7 S ¢ £ 7 b; — 0o ... N

Api ** Gpj 0 Gpm bn o ... 0 --- x| %

Se reconstruye el sistema con la matriz escalonada, obteniéndose un sistema
equivalente al inicial y cuya solucién, si la hay, se deduce de manera inmediata.
Para ilustrar el método, se presenta el siguiente ejemplo:

v Ejemplo 7. Considerar el sistema

ro + bBrg — 3x4 = —4
r1 — 29 + 24 = 5
2c1 + 322 — x3 + x4 = 0
31 + 2 + 8xrz3 — 2x4 = —6.

Un método ordenado y sistemético para hallar la solucién del sistema es el de
reduccion, consistente en hacer operaciones con las ecuaciones del sistema para con-
seguir un nuevo sistema donde cada ecuacion tiene un menor nimero de incégnitas
que la anterior. De este modo se obtiene un sistema equivalente més sencillo.

El mismo resultado se puede obtener si se trabaja matricialmente y se aplica el
método de eliminacion gaussiana a la matriz ampliada del sistema:

o 1 &5 =-3|-4
1 -2 0 215
2 3 -1 1]0
-3 1 8 -2|-6

(A[b) =
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0 1 5 -3|-4 -2 0 2|5

1 -2 0 2|5 R 0 1 5 -3|—4

2 —1 1 O P12 2 3 —1 1 0 P21(*2)

-3 1 8 —2|-6 -3 1 8 -2|-6 Paa(3)
0 2|5 -2 0 2 | 5

—2

0 5 —3| —4 0 5 -3 | —4

0 7 -1 =3|-10 | pPocn" | 0 0 18 | 18 | Pyt
0 -5 8 4] 9 P2 (5) 0 0 33 —11|-11

1 -2 0 2 |5

0 5 -3 | —4

0 —1/2 | =1/2 Py3(—33) 0 0 “l2 | -lf2 Pi(Z)
0 33 —11| —11 0O 0 0 11/

-2 0 2|5
0 5 -3 | —4
0 0 —1/2 | —1/2
0 0 0 1

Con la matriz escalonada obtenida a partir de la matriz ampliada (A|b) se
reconstruye el sistema:

2 0 2|5
534)
0

0

1 — 2x9 + 24 = 5
To + bry — 3x4y = —4

S .

ry = 1

La solucién se obtiene por sustitucion regresiva. El valor de x4 se sustituye en la
tercera ecuacion y se despeja x3 y asi sucesivamente hasta obtener la solucién del
sistemas:

£L'4:1, J,'?,IO7 xgz—l, 1 = 1.

3.3.2. METODO DE GAUSS-JORDAN

Si tras aplicar el método de Gauss se continda haciendo operaciones elementales a
la matriz escalonada, obtenida a partir de la matriz ampliada (A |b), para llevarla a
su forma escalonada reducida, se llega a un sistema tan sencillo que las soluciones son
inmediatas. Concretamente, si el sistema es compatible determinado y la matriz A es
cuadrada, la forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes A es la identidad
y la solucién del sistema aparece en la columna de los términos independientes. Este
método se conoce como método de Gauss-Jordan.
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aix -0 oay o aim | b
Método de Gauss
ailr o Qi Ain bz _—
Qp1 - anj ot Gnum bn
i = I Método de ' R N
Gauss-Jordan
0’s por debajo de los pivotes 0’s por encima y debajo de los pivotes

v Ejemplo 8. Resolver por el método de Gauss-Jordan el sistema del Ejemplo 7:

To + bSrs — 3xy = —4
r1 — 2x9 + 2x4 = 5
201 + 3x9 — 23 + x4 = 0
—3xr1 4+ x9 4+ 8xz3 — 2x4 = —6.

Solucién: Se parte de la ultima matriz obtenida en el Ejemplo 7 y se realizan
operaciones elementales para hacer 0’s por encima de los pivotes.

-2 0 2 ) -2 0 3

5 -3 | —4 5 ~1

0 —1/2 | —1/2 Pia(—2) 0 0 Pa3(—5)
0

1) )

=]o
OHO o

-
Pra(2)

o ook o oo[]
|
[\
o
(U%)
oooH oooH
o
[m]o oo EERRS
—

=
o[Fle o o
=
=

0

0

En este caso la ultima columna muestra directamente la solucion del sistema:
xlzl, x2:—1, 517320, zq = 1.

o

Observacion. El método de Gauss-Jordan también es ttil para obtener solucio-
nes de sistemas compatibles indeterminados. Para ello, se recomienda tomar como
parametros las variables para las que no existe pivote en la correspondiente matriz
escalonada.
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v Ejemplo 9. Resolver el siguiente sistema compatible indeterminado utilizando
el método de Gauss-Jordan:

z+y+z=1
rT—y+2z=0.

Solucién: Escalonando la matriz ampliada del sistema:
1 1 1|1 1 1 1] 1
1 -1 210 Pyi(—1) 0 -2 1]-1 Pa(~1/2)

11 11 (1] 0 32 |1
CREATY = ( />

12 0 -1/2

Se observa que los pivotes aparecen en la primera y segunda columna, correspon-
dientes a las variables x e y. Tomando como parametro z = A, se obtiene de manera
inmediata la solucién general del sistema:

(Jf,y,Z):(%, %7 >‘)7 A€ER.

3.3.3. FACTORIZACION LU

Considerar el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A € Mat, xm,(R). Si
se tiene la factorizaciéon LU de A, es decir, A = LU, el sistema anterior se puede
resolver utilizando el siguiente esquema:

Ax=b <= (LU)x =b <= L (Ux) =b.
~——
Yy

Haciendo un cambio de variable, llamando y = Ux, resolver el sistema original
Ax = b equivale a resolver los dos sistemas siguientes:

Ly=b (1)

Ax = b <
{Ux:y (2)

» Sistema (1): Ly = b. La matriz L y el vector b son conocidos, por lo que
tiene sentido plantear el sistema Ly = b. Por ser L regular, este sistema es
compatible determinado por lo que se obtiene una tnica solucién, llamada y.

» Sistema (2): Ux = y. La matriz U y el vector y son conocidos, por lo que al
resolver este sistema se obtiene como solucién x, que es a su vez la soluciéon
del sistema original Ax = b.
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Observacion. La ventaja de utilizar la factorizaciéon LU para resolver sistemas de
ecuaciones consiste en que se sustituye el sistema original por dos cuya resolucién
es practicamente inmediata ya que las matrices de coeficientes estdn escalonadas.

v" Ejemplo 10. Resolver el sistema Ax = b utilizando una factorizacién LU de la
matriz A.

20 0 2 1
A=|00 -1 2|, b=|[-1
10 1 6 2

Solucién: Se puede comprobar que una factorizacién LU de A viene dada por:

2 0 0 1 0 01
L=10 -1 0], U=10 0 1 2
1 1 3 0 0 01

Utilizando el procedimiento anterior:

= Se resuelve el sistema (1), Ly = b:

2 0 0\ [n 1 Y1 1/2
0 -1 0| [we]=]-1]=[w]|=]1
11 3/ \us 2 Y3 16

» A continuacién se resuelve el sistema (2), Ux = y, obteniéndose la solucién
del sistema original Ax = b:

1:

100 1 il 1/ il é“

00 1 2 ; =1 ]| = $2 =2
3 1 3

000 1 . /6 . Ve

Observar que al reconstruir el sistema la variable zo no aparece en ninguna
ecuacion, por lo que se considera un parametro libre.

Lo

La factorizacién LU es apropiada cuando se pretende resolver varios sistemas de
ecuaciones que tienen la misma matriz de coeficientes:

Axlzbl, AXQZbQ, ceey AXSZbS.

En este caso es conveniente hallar la factorizacién LU de A y utilizarla con cada
vector de términos independientes b;. El nimero de operaciones realizadas de este
modo es menor que el de aplicar s veces el método de Gauss.

La resolucién simultanea de sistemas con la misma matriz de coeficientes se
utiliza, por ejemplo, para resolver sistemas del tipo A*x = b con A € Mat,(R),
cuando no se quiere calcular la potencia k-ésima de A.
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v Ejemplo 11. Para resolver el sistema A%x = b, sin calcular A2, se utiliza el
siguiente esquema:

A’x =b <= AAx =b < A(Ax) = b.
~——
y

Es decir, el sistema original es equivalente a resolver los dos sistemas siguientes:

A?x =b {Ay—b @
Ax =y (II)

Se observa que los sistemas (I) y (II) tienen la misma matriz de coeficientes.
Para su resolucién se aplica la factorizacién LU de la matriz A siguiendo el esquema
propuesto en el recuadro de la pagina 72, de modo que se obtienen cuatro sistemas
de ecuaciones ya escalonados. La resolucion de los mismos debe hacerse de manera
ordenada ya que la solucion de cada uno se utiliza como término independiente del
sistema siguiente:

Lz =Db,

(I) Ay:b<:>LUy:b<:>{
~~ Uy =z.

z

Lt =y,
II) Ax=y<+= LUx =y <<
(1T) y & y {UX:t.

3.4. ERRORES DE REDONDEO

Si un ordenador resuelve mediante el método de Gauss un sistema de 100 ecua-
ciones con 100 incégnitas, realiza aproximadamente %106 operaciones, cada una de
ellas con sus posibles errores de redondeo. Esto puede afectar seriamente a las so-
luciones, haciendo que el resultado que devuelva el ordenador difiera mucho de la
auténtica solucion del sistema.

Imaginar, por simplicidad, que un ordenador trabaja con solo 3 cifras significa-
tivas, es decir, aproxima del siguiente modo:

0.345 + 0.00123 = 0.346; 0.345 + 0.00161 = 0.347.

Considerar el siguiente sistema,

0.000lz +y =1
r+y =2
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cuya solucién exacta es:

~ 10000 9998

= Y L 1.000100010001, 3 = “2C A 0.9998999899989999.
9999 © Y7 9999

Si en el método de Gauss se utiliza como pivote en el primer paso el elemento
0.0001, el proceso se desarrolla del siguiente modo:

0.0001 111 1 10000 | 10000
e —
1 112 ) pooo0) \ 1 1 2 Poi(—1)

1 10000 | 10000 1 10000
0 —9999 | —9998 P2(—1/9999) 0 1

Aplicando el redondeo antes indicado

10000
9998/9999

9998
Y 9999 0.99989999 ,

y despejando x de la ecuacién

0.00001z +y = 1

se obtiene (x,y) = (0,1) que dista mucho de ser una solucién del sistema original.

Sin embargo, si se utiliza como pivote el 1:

0.0001 111 . 1 112
1 112 Pio 0.0001 111 Py (—0.0001)

11 2 11
0 0.9999 | 0.9998 ) Pyijomme) \ 0 1

2
0.9998/0.9999 |

De nuevo, el redondeo da lugar a:

~0.9998

=——=0. ~ 1.
Y 0.9999 0.99989999

Despejando de la ecuacién = 4+ y = 2 se obtiene la solucién x = y = 1, que en
este caso es el redondeo de la solucién exacta.

Interesa, en general, escoger en cada paso el pivote posible mas grande en va-
lor absoluto (estrategia del pivote parcial). Los buenos programas de ordenador
incorporan esta y otras estrategias para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
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3.5. METODOS ITERATIVOS DE RESOLUCION DE SISTE-
MAS DE ECUACIONES

En ocasiones no resulta posible o no es conveniente resolver un sistema de ecua-
ciones lineales por los métodos directos hasta ahora estudiados, debido al tamano
de la matriz, al coste computacional o a los errores de redondeo que se pueden ge-
nerar. En esos casos se recurre a métodos iterativos que construyen una sucesion de
vectores cuyo limite es la solucién del sistema de ecuaciones lineales.

3.5.1. NORMAS VECTORIALES Y MATRICIALES

Antes de la construcciéon de los métodos iterativos es necesario introducir los
siguientes conceptos.

Definicion 3.8. Una norma vectorial en R" es una aplicacion,
l-1: R* — R
x =X

que verifica las siguientes propiedades:
x| >0, VxeR", x#0; |x||=0&x=0.
o Ix+yl < Ixll+ vl vx,y € R™.
o IAx|| = A%, VxeR™ VA eR.

V' Ejemplo 12. Sea x = (z1,...,2,) € R™. Las normas vectoriales més utilizadas
en R” son las siguientes:

Norma 1 o norma taxi:

n
Il = faa] + |22l + o+ aal = Y Jail.
i=1

Norma 2 o norma euclidea:

1/2 _

xll2 = (Jo1]* + |22]* + ... + |aal?)

Norma oo o norma del mdximo:

Il = mioc{foal. ..., 2al} = mx (o]}

» Norma p, (p > 2) o norma general:

n 1/p
1
Ixllp = (Jz1l? + 22lP + ... + 2 |?) 7 = (Z Wp) .
i=1
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Para el vector x = (1,0, —1) € R3 se tiene que:
Il =2, lxlle=v2, lxlleo =1, [xll, = 27
o

Observacién. La norma de un vector proporciona una medida de la distancia entre
dicho vector y el vector nulo. En el caso de dos vectores, |[x — y| representa la
distancia entre ambos vectores.

Andlogamente se puede definir el concepto de norma matricial para matrices
cuadradas.

Definicion 3.9. Una norma matricial para matrices n X n es una aplicacion,
[-1: Mat,(R) — R
A = [l

que verifica las siguientes propiedades:
v ||A] >0, VAe€Mat,(R), A#0; |A|=0<A=0.
« A+ Bl < |[All+Bl, VA, B € Maty(R).
|| AA] = M||A]l, VA € Mat,(R), VA € R.

Existe relacion entre normas vectoriales y matriciales.

Definicién 3.10. Dada una norma matricial definida en Mat,,(R), || - |3, y una
norma vectorial || - ||y de R™, se dice que ambas son normas compatibles si se
verifica:

IAx|lv < | Ala Ixlly, VA € Mato(R), Vx € R™.

Ademads se puede construir una norma matricial a partir de una norma vectorial
como indica el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Dada una norma vectorial en R", || ||y, y una matriz A € Mat,, (R),
entonces la aplicacion:
[Allar = méx [[Ax]|v
llxllv=1

es una norma matricial, que es compatible con la norma vectorial que la induce.

Definicion 3.12. La norma matricial anterior recibe el nombre de norma ma-
tricial inducida por la norma vectorial || - ||y.
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v Ejemplo 13. Se definen explicitamente la normas matriciales inducidas por las
normas vectoriales usuales:

= Norma matricial inducida por la norma 1 vectorial:

n
All1 = méx aiil p-
Al = max 4> Jag|
=1
s Norma matricial inducida por la norma 2 vectorial:

1A]l = (p(At4))".

También recibe el nombre de norma espectral. Dada una matriz B € Mat,,(R)

con valores propios Aq,..., As, se define el radio espectral de B como:
B) = max |\
p(B) = mitx |

En el Capitulo 8 se trata el tema de valores propios.

= Norma matricial inducida por la norma oo vectorial:

1<i<n

n
[Alloo = mdx |asj]
J

j=1

i

Observacion. Se verifica ademéas que para cualquier norma matricial y cualquier
matriz A € Mat, (R):

p(A) < [IA],
es decir, el valor de cualquier norma matricial sobre A estd acotado inferiormente
por el radio espectral de la matriz A.

-1 2 3
v’ Ejemplo 14. Dada lamatriz A= [ 4 5 6|, calcular ||A]|, y |4l
7T -8 9

Solucién: Para el cilculo de ||Al|; se debe sumar el valor absoluto de los términos
de cada columna:

v j=1: |an|+|a2|+as| =1+44+7=12.
w j=2: |ai2|+ |ag| + |as| =2+5+8 =15.
» j=3: |a13|+ |ags| + |asz| =3 +6+9=18.
Ahora se halla el maximo de los valores obtenidos || A]|; = méx{12,15,18} = 18.

Del mismo modo, para el célculo de ||Al|,, se debe sumar el valor absoluto de
los términos de cada fila, obteniéndose 6, 15 y 24 respectivamente. En este caso,
|A|l,, = méx{6, 15,24} = 24.

o

Nota. En lo que resta de capitulo se consideran normas matriciales inducidas por
normas vectoriales.
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3.5.2. NOCIONES BASICAS SOBRE METODOS ITERATIVOS

Se presentan a continuacién las nociones bésicas sobre métodos iterativos apli-
cados a la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales.

En lo que sigue, se considera un sistema compatible determinado de n ecuaciones
con n incognitas:

Ax=b, AeMat,(R), rgA=n

Definicion 3.13. Un método iterativo para encontrar la solucién del sistema
Ax = b consiste en la construccién de una sucesién de vectores de n componentes
cada uno

{(xO <M x0m x(m =

con la finalidad de que si m — oo, la sucesién anterior converge, componente a
componente, a la solucién del sistema Ax = b, es decir:

lim x™ =x = A~ 'b.
m—o0

El vector x(© de partida para iniciar un método iterativo es arbitrario y se
denomina vector inicial. A partir de este vector se construye la sucesién recurrente
de vectores {x(©, x(M . x(™ 1 considerando una funcién F : R* — R" de

modo que
xmt) — pxM),  m=0,1,2,...

Observacion. Aun fijada la funcién F' se pueden construir diferentes sucesiones
de vectores {x(©, xM ... x(™ 1 pues hay libertad para elegir el vector inicial
x(©). Es deseable que sea cual sea la sucesién de vectores construida, su limite sea la
solucién del sistema Ax = b, lo que da pie a la siguiente definicién.

Definicion 3.14. Se dice que un método iterativo para el sistema Ax = b es
convergente si para cualquier eleccién del vector inicial x(°) € R™ se verifica

lim x™ =x = A~ 'b.
m—o0

En el caso de métodos convergentes, el vector obtenido en cada iteracion, x(m),
con m suficientemente grande, se considera una solucién aproximada del sistema.
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Un tema importante en el estudio de los métodos iterativos es controlar el error
cometido al calcular una aproximacién de la solucién.

Definicién 3.15. Sea el sistema de ecuaciones Ax = b, y x(™) la aproximacién
obtenida tras calcular m iteraciones de un método iterativo y || - || una norma
vectorial cualquiera. Se define:

= El error absoluto como la distancia entre la iteracién m-ésima y la solucién

del sistema
™ — x|

= El error de paso como la distancia entre dos iteraciones sucesivas

||X(m) _ X(m—l)H.

De aqui en adelante se consideran los métodos iterativos més sencillos, en los que
F es una funcién de tipo lineal, F(x™) = Bx™ + ¢, m > 0, donde B € Mat,,(R)
y ¢ € R". Asi,

x(m+1) — g x(m) +c, m=>0

Al utilizar un método iterativo, en general, no es posible calcular el error absoluto
puesto que la solucion exacta del problema es desconocida. No obstante, en los
métodos de tipo lineal se puede obtener una acotaciéon del mismo utilizando el error
de paso como indica el siguiente teorema.

Teorema 3.16. Dado el sistema de ecuaciones Ax = b, se considera para su reso-
lucién un método iterativo lineal convergente, x(m+1) — px(m) 4 c, m > 0. El error
absoluto cometido en la aproximacion proporcionada por el método esta acotado por:
Bl
1— B

donde la norma matricial utilizada viene inducida por la norma vectorial.

™ — x| < ) — =B

Dado un método iterativo, para establecer un criterio de parada del mismo, se
utilizan dos valores predefinidos por el usuario: un nimero natural M denominado
numero mdximo de iteraciones y un valor numérico pequeno que recibe el nombre
de tolerancia. El método se detiene si

= el error de paso tras m iteraciones, con m < M, es menor que la tolerancia
predefinida, o bien
= se alcanza el nimero méximo de iteraciones permitidas.

En el primero de los casos se consigue una solucién aproximada “suficientemente”
buena, es decir, tan cercana como marca la tolerancia a la solucién exacta del sistema.

En la practica resulta sencillo comparar la tolerancia elegida con el error de paso
y para relacionarla con el error absoluto se utiliza el teorema anterior.



Métodos iterativos de resolucion de sistemas de ecuaciones 81

3.5.3. CONSTRUCCION DE METODOS ITERATIVOS CONVERGENTES

El objetivo de esta seccién es construir métodos iterativos convergentes del tipo
x(m+t) = Bx(m) 4 ¢ m > 0. La eleccién de la matriz B y del vector ¢ determina el
método y sus propiedades son esenciales para la convergencia del mismo.

Definicién 3.17. Sea x(mt1) = Bx(™) 4 ¢ m > 0, un método iterativo para
hallar la solucién del sistema Ax = b. El método anterior se dice consistente si
el sistema x = BxX + ¢ es equivalente a Ax = b.

Para construir métodos convergentes se parte de métodos consistentes a los que
es necesario imponer una condicién adicional a la matriz de iteracion.

Teorema 3.18. Un método iterativo x("+t1) = Bx(™) 4 ¢, m > 0, es convergente
si y solo si es consistente y p(B) < 1.

Observacién. La condicién p(B) < 1 es equivalente a la existencia de alguna norma
matricial de modo que ||B]| < 1.

A continuacién se presenta un modo de construir métodos iterativos consistentes.

Teorema 3.19. El método iterativo x(mTY = Bx(™) 4 ¢, m > 0, para el problema
Ax = b es consistente si y solo si ¢ = (I, — B)A™!b.

Para asegurar que ¢ = (I, — B)A™!'b se puede considerar una descomposicién
de la matriz de coeficientes A del sistema como:

A=M— N,
siendo M una matriz regular, de modo que el sistema Ax = b se puede escribir como
Mx=Nx+Db, obien, x=M'Nx+M'b.

Comparando esta dltima expresién con el método iterativo x("+1) = Bx(™) 4 ¢,
tiene sentido estudiar
X(m+1) —_ M—INX(m) + ]\4’—1];)7

es decir, considerar en el método

B=M"1'N, ¢c=M"'b

Nota. Es facil comprobar que el vector ¢ = M ~'b cumple la expresién del Teore-
ma 3.19, es decir, que el método construido es consistente.

Una idea sencilla para construir métodos consistentes de la forma

x(m+D) = p\=IN x(m) 4 pr—1p (%)
T S——
C
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es considerar como matriz M una matriz diagonal o triangular sin ceros en la
diagonal (para asegurar su regularidad). Concretamente, se puede descomponer
facilmente la matriz A como

|A=D-L-U

donde D es una matriz diagonal, L es una matriz triangular inferior y U es triangular
superior:

aip a2 - Aln
a1 a2 - a2n,
A= . . | =
anpl Gp2 - Gpp
ail 0 ce 0 0 0 - 0 0 —ap2 -+ —an
0 an -~ 0 —a; 0 - 0 0 0 - —ag
A= | . ) N . ) N I )
0 0 - am —apm —apz - 0 0 0 - 0
D L U

Ahora, dependiendo de la eleccién de las matrices intermedias M y N usando D,
L y U se definen dos de los métodos més utilizados. Para asegurar la convergencia
se aplica el Teorema 3.18.

3.5.4. METODO DE JACOBI

El método de Jacobi para encontrar una solucién aproximada del sistema Ax = b
es un método de la forma (x) donde A=D—-L—-Uy

\M=D, N=L+U

Ahora, es necesario calcular B = M~'N y ¢ = M~ 'b para la construccién del
método iterativo.

Observacion. En el método de Jacobi, M = diag(ai1,...,any). Si algin a;; fuese
cero, M no seria regular por lo que antes de empezar el método seria necesario
intercambiar las filas correspondientes de la matriz (A|b) para obtener una matriz
de coeficientes sin ningtn cero en la diagonal. El célculo de la matriz inversa M !

; ctor M1 — diac(q=L ~1
es inmediato: M~ = diag(ajy,...,an,)-

El siguiente ejemplo ilustra cémo aplicar el método:

v Ejemplo 15. Obtener una aproximacion a la solucién del siguiente sistema de
ecuaciones aplicando 5 iteraciones del método de Jacobi. Tomar como vector inicial

0
0) — .
x <O>
Tr1—x2=206
T1 — dry = —4.
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Solucién: Facilmente se puede comprobar que la solucién exacta del sistema es
z1 = 1, xo = 1. La expresion matricial del sistema de ecuaciones es:

7 =1\ [(z1\ [ 6
1 -5 9 o —4 /)
——— S——
A b
Se descompone la matriz A como A = D — L — U, siendo:

p=(3 %) =5 ) =)

Las matrices M y N del método de Jacobi son:

7 0 0 1
m=p=(g ). v=rru=(" ().

Se observa que la matriz M es regular por ser diagonal y no tener ceros en la
digonal. Con las matrices anteriores se construye la matriz de iteracién B:

s (8- (3 )

Se comprueba que ||Bll = max{1/7,1/5} = 1/5 < 1, por lo que se asegura la
convergencia del método. Se calcula a continuacion el vector de iteracién del método:

s (0 (%)- ()

La forma (*) de expresar el método iterativo es:
m+1)y _ (O Y7\ _m) , (%7
X = (1/5 0 ) X + (4/5 .
Tomando como vector inicial x(©) = <8>, las 5 primeras iteraciones del método
0 17\ (0 6/7 6/7
1 — (0) - _ .
<= ve= () (o) + (1) = (1)
0 7\ (6/7 6/7 34/35
(2) — 1) - _ .
X Bx +c (1/5 0 ) (4/5) + (4/5 34/35 5
(3) _ (2) - 0 1/7 34/35 6/7 - 244/245 .
XU =bBxTre= (1/5 O) (34/35 a5 ) \1T4/175 )
@) _ pe(3) _(0 L7\ [244/245 6/7 _ 1224/1925\
x Bx e <1/5 0 > (174/175 4/5 1224/1925 |

B) _ pa@) 4 o (O Y7\ (12241225 6/7\ _ (8574/s575\ _ (0.9998
X Bx* te (1/5 0><1224/1225 + 4/5 6124/6125 ~10.9998/

son:

i
i
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3.5.5. METODO DE GAUSS-SEIDEL

El método de Gauss-Seidel para encontrar una solucién aproximada del sistema
Ax = b es un método de la forma (x) donde A=D —-L—-Uy

\M:D—L N=U

Hay que calcular B = M~'N y ¢ = M~'b para la construccién del método
iterativo.

Desde el punto de vista computacional, si el tamano de la matriz es grande, este
método tiene menos coste que el de Jacobi y requiere menos iteraciones.

Nota. Una variante del método de Gauss-Seidel consiste en tomar M = D — U y
N = L.

Observacion. En este método la matriz M es triangular inferior. Para asegurar su
regularidad, ningiin elemento de su diagonal debe ser cero. Igual que en el método
de Jacobi, si algin a;; fuese cero, antes de empezar el método seria necesario inter-
cambiar las filas correspondientes de la matriz (A|b) para obtener una matriz de
coeficientes sin ninguin cero en la diagonal.

7:81—&72:6

v Ejemplo 16. Dado el sistema de ecuaciones
Tr1 — 51‘2 = —4.

= Obtener una aproximacion a su solucién aplicando 3 iteraciones del método de
Gauss-Seidel y tomando como vector inicial el vector nulo.

= Calcular el error de paso entre las dos ultimas iteraciones calculadas, utilizando
l|-I|oc- ;Son suficientes tres iteraciones si se considera una tolerancia tol = 10737

= Obtener una cota del error absoluto utilizando el Teorema 3.16 con m = 3.

Solucién: Se considera la descomposicién anterior A = D — L — U, siendo

(3 %) (%0 - (0l

Las matrices M (que es regular por no tener ceros en la diagonal) y N del método
de Gauss-Seidel son:

70 0 1
M_D—L_Q %>, N_U_Q 0.

La matriz y el vector de iteracién son:

B:M*N:Gii@,c:M”b:@xJ.
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Se puede asegurar la convergencia del método ya que se verifica || B||oo = 1/7 < 1.
La expresion (x) del método es por tanto:

m+1) _ (O Y7\ ) 6/7
x (0 1/35>X +(34/35 '

Tomando como vector inicial x(©) = (8), las 3 primeras iteraciones del método
1 6 6
<) 0 Y7\ (0 n /7 _ /7 :
0 1/35) \0 34/35 34/35
44
X(2) _ 0 1/7 6/7 + 6/7 _ 2 /245 :
0 1/35) \34/35 34/35 1224/1225

<3 _ 0 1r 244/245 n 6/7 \ [ 85T74/s575 \ _ (0.99988
- \0 1/35) \1224/1225 34/35 ) — \42874/a2875 ) ~ \0.99998 )
Se calcula el error de paso con los resultados obtenidos en las dos tltimas itera-
ciones:

son:

(3) _ o (2) _ [ 38575 @) _ @) _ 3% Lage.i0-3
x x <34/42875 = ||x x| oo 857573'96 107°.

Se observa que el error obtenido es mayor que la tolerancia dada, por lo que tres
iteraciones no son suficientes. Para conseguir un error menor que la tolerancia fijada
es necesario realizar alguna iteracién mas.

Una cota del error absoluto viene dada por:

1
1x® — x®)| o = /7 3.96-1073 = 6.608 - 10~*

Ix® = x| < D) I
6/7

T 1- ||B||OO

O

3.5.6. CONVERGENCIA DE LOS METODOS DE JACOBI Y GAUSS-SEIDEL

Los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son métodos consistentes por construc-
cién pero no siempre son convergentes. La condicion que garantiza su convergencia,
p(B) < 1, de momento no se utiliza por no estar definido el concepto de valor propio
(se introduce en el Capitulo 8). La condicién equivalente de existencia de una norma
matricial tal que ||B|| < 1, en ocasiones puede no ser facil de calcular. Se presenta
a continuacién una condicién més sencilla de verificar que garantiza la convergencia
de los métodos anteriores.
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Definicién 3.20. Una matriz A € Mat,(R) es estrictamente diagonal domi-
nante (por filas) si el valor absoluto de cada elemento de la diagonal principal es
mayor que la suma de los valores absolutos de los demés elementos de la fila:

|aii| > \ai1| + ...+ |am‘_1| + |a¢7i+1| + ...+ |am|, Vi=1,...,n.

Observacion. Sila matriz A no es estrictamente diagonal dominante, en ocasiones
se puede obtener una matriz con esa propiedad intercambiando el orden de sus filas.

V' Ejemplo 17. Estudiar si A; y As son estrictamente diagonal dominantes por
filas.

2 1 0 1 1 3
Ay=|-1 3 1|, Ay=[-1 3 -1
0 0 1 2 0 1

Solucién: La matriz Ay si que lo es, ya que:
» Fila 1: jann| =2>1=1+0=|ai2| + |ais]-
» Fila 2: |aga] =3 >2=1+1= |agi| + |azs]|.
» Fila 3: ags] =1>0=0+0 = |azi| + |as2|.

La matriz A5 no lo es debido a que falla la condicién en las filas 1 y 3 pero se
puede conseguir una que si lo sea intercambiando las filas 2 y 3.
S

El hecho de que una matriz sea estrictamente diagonal dominante proporciona
una condicién suficiente pero no necesaria de convergencia para los métodos.

Teorema 3.21. Sea el sistema de ecuaciones Ax = b con A € Mat,,(R) una matriz
regular. Si A es estrictamente diagonal dominante (por filas), los métodos de Jacobi
y de Gauss-Seidel son ambos convergentes.

Observacién. El hecho de que A sea estrictamente diagonal dominante asegura que
la matriz de iteraciéon B en los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel verifica || Bl|o < 1,
y por tanto la convergencia del método. En caso contrario no se puede afirmar nada
sobre la convergencia.

A la vista de los resultados anteriores se proponen unas etapas a seguir para
estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel:

1. Estudiar si la matriz A es estrictamente diagonal dominante. En caso afirma-
tivo se tiene la convergencia del método, en otro caso,

2. comprobar ||B|l; <1 o0 ||B|lec < 1. Si fallan las condiciones anteriores buscar
otra norma matricial que verifique ||B|| < 1 o recurrir a la condicién,

3. p(B) < 1.
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v Ejemplo 18. Estudiar la convergencia del método de Jacobi para el sistema:

L) E)=0)

Se observa que la matriz de coeficientes A no es estrictamente diagonal domi-

nante, incluso si se permuta el orden de las ecuaciones del sistema la nueva matriz
de coeficientes tampoco lo es.
0 -2
0 0
se obtiene que ||B|l1 = 2 y ||Blloc = 2, por lo que ninguna de las dos primeras
condiciones de la observacién anterior se verifican. Sin embargo, la matriz B verifica
p(B) = 0 < 1 (de momento no se sabe realizar este cdlculo) por lo que el método
es convergente. El hecho de que p(B) = 0 < 1 es equivalente a la existencia de una
norma matricial (no necesariamente usual) para la cual ||B]| < 1.

La matriz del método iterativo de Jacobies B = < ) . De manera inmediata

o

A continuacién, se presenta un cuadro resumen de cémo aplicar los métodos de
Jacobi y Gauss-Siedel.

Jacobi Gauss-Seidel
Expresion matricial del sistema Ax=Db
Descomposicion de A A=D-L-U
p it di M =D M=D-1L
aso intermedio NeL+U N-U
Matriz de iteracién B=M"'N
Condiciones necesarias
. Etapas 1, 2, 3
de convergencia
Vector de iteracion c=M"1b
Método x(m+1) = Bx(m) 4 ¢
Vector inicial Elegir x(©)
Iteraciones xM, o x™)
Criterios d d Error < tol
riterios de parada Maéximo nimero de iteraciones
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3.6. APLICACIONES

Los sistemas de ecuaciones aparecen en multitud de situaciones tanto cotidia-
nas como de la Ciencia y la Ingenieria. Al resolver problemas utilizando sistemas de
ecuaciones es muy importante la interpretacién de las soluciones obtenidas ya que en
ocasiones hay que desechar algunas de ellas. Pensar, por ejemplo, en un problema en
el que hay que calcular el nimero de tropas destinadas en una misién. El resultado
del problema ha de ser un nimero entero positivo, por lo que se deberian desechar
las soluciones que fueran ntimeros negativos o decimales.

A continuacion se presentan dos aplicaciones del uso de sistemas de ecuaciones
lineales, una en un contexto fisico y otra en un contexto geométrico.

3.6.1. ANALISIS DE REDES

Muchos de los problemas en Fisica e Ingenieria que se pueden resolver a través
de sistemas de ecuaciones lineales tienen que ver con el andlisis de redes. Este tipo
de situaciones se basan siempre en la misma premisa: el flujo que entra en un nodo o
unién debe ser igual al que sale. De esta manera, cada nodo da lugar a una ecuacién
lineal.

v Ejemplo 19. Calcular el flujo que circula por cada arista de la siguiente red:

4
° (2)
-

©

Solucién: Para plantear el problema hay que igualar el flujo que entra y sale en
cada nodo. Asi, el sistema de ecuaciones lineales asociado y su expresién matricial
es:

Nodo 1: 40 =z + 22 110 0 0 40
Nodo 2: x4 =40+ z3 00 1 =1 0 |-40
Nodo 3: x9+ x3 =40 = |1 0 1 1 0 0| 40
Nodo 4: 204 x1 = x5 100 0 —-1}]-20
Nodo 5: 20+ x5 = 24 voo 1 -1]20
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Se resuelve el ejercicio utilizando el método de Gauss-Jordan:

110 0 0] 40 1 1.0 0 0] 40
00 1 —1 0 |—40 0 0 1 -1 0 |—-40
011 0 04 |——=]0 1 1 0 0] 4 |—
100 0 —1]-20 ™Y 1o 10 0 —1]-60 | ™
000 1 —1]|20 00 0 1 —1| 20
1 1.0 0 0] 40 110 0 0] 40
0 1 1 0 0] 40 011 0 0] 40
00 1 -1 01]-40|——=]o001 -1 0|-40 [—
0 =10 0 —1]-60 | O o001 0 —1]=2 | Petb
00 0 1 —1]20 000 1 —1]20
110 0 0] 40 110 0 0] 40
011 0 0/ 40 011 0 0/ 40
001 -1 0|-40]|——]001 -1 0]-40 | —
000 1 —1]2 | 1oo0oo0 1 —1|2 [P0
000 1 —1]|20 00 0 01l o
1100 0] 40 1100 0] 40
0110 0] 40 0100 1] 60
0010 -1/-20|——o0010 -1]|-2 | ——
00071 —1]2 | ™ {0001 —1|2 [ Y
0000 0] 0 0000 0] 0

1000 —1]-=20

0100 1] 60

0010 —1|-20

0001 —1| 20

0000 0] 0

Se observa que se trata de un sistema compatible indeterminado, por lo que la
red tiene infinitas soluciones. Tomando como parametro x5 = A, los valores buscados
son:

r1=—-204+X, 29=60—X, x3=-20+X, x24=20+), x5=A

Como los valores del flujo han de ser todos positivos, el valor de A debe estar acotado:
20 < A < 60.
o
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3.6.2. APLICACIONES CEOMETRICAS

Los sistemas de ecuaciones lineales asi como su clasificacién segiin el niimero de
soluciones tienen una clara interpretacién geométrica. A continuacién se presenta lo
que ocurre en el plano y en el espacio.

Sistemas de ecuaciones lineales en el plano

La ecuacién general de una recta en el plano es una ecuacion lineal en dos varia-
bles:
r:ax+ by +c=0.

Los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas estudian la posicién
relativa de dos rectas en el plano. Considerar el sistema formado por dos rectas:

r1:a1x+b1y+0120
ro ¥ + by + c2 = 0.

—C
—C9 :

Mediante el teorema de Rouché-Frobenius se puede clasificar el sistema anterior,
siendo su interpretacién geométrica la siguiente:

La matriz ampliada asociada al sistema es:

(A]b) = ( "o

a2

Posicién relativa de 2 rectas:

rg(A|b) | rg A | Incognitas | Clasificacién | Interpretacién geométrica

2 2 2 SCD rectas que se cortan en un punto
2 1 2 SI rectas paralelas
1 1 2 SCI rectas coincidentes

Para estudiar la posicion relativa de 3 rectas r1, o y 73 la situacion es similar:

Posicién relativa de 3 rectas:

rg(A|b) | rg A | Incégnitas | Clasif. | Interpretacion geométrica
dos rectas paralelas y una transversal, o bien,
3 2 2 SI
las rectas se cortan dos a dos
3 1 2 SI rectas paralelas
2 2 2 SCD las rectas se cortan en un punto
2 1 2 SI dos rectas coincidentes y la tercera paralela
1 1 2 SCI tres rectas coincidentes
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Sistemas de ecuaciones lineales en el plano

La ecuacion general de un plano en el espacio es una ecuacion lineal en 3 variables:
mrar+by+cz+d=0.

De manera analoga al estudio anterior de la posicion relativa de dos y tres rectas
en el plano, se puede estudiar la posicién relativa de dos y tres planos en el espacio,
siendo esta como sigue:

Posicién relativa de 2 planos:

rg(A|b) | rg A | Incognitas | Clasificacién | Interpretacién geométrica
2 2 3 SCI planos que se cortan en una recta
2 1 3 SI planos paralelos
1 1 3 SCI planos coincidentes

Posicién relativa de 3 planos:

rg(A|b) | rg A | Incognitas | Clasif. | Interpretacion geométrica
3 3 3 SCD los planos se cortan en un punto
5 5 5 oI dos planos paralelos y uno transversal, o bien,
los planos se cortan dos a dos
3 1 3 SI planos paralelos
2 2 3 SCI haz de planos (tienen una recta en comin)
2 1 3 SI dos planos coincidentes y el tercero paralelo
1 1 3 SCI tres planos coincidentes

Como se acaba de ver al estudiar la posicién de dos planos, se puede interpretar
las rectas en el espacio como la interseccién de dos planos:

r=m Nmy =N ez by +az+di=0 donde rg(al b1 Cl>—2
! o : asx + boy + coz + dy = 0, az by c .

Para estudiar la posicién relativa de un plano 7 y una recta r = w1 N 7o se con-
sidera un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y para estudiar la posicién
relativa de dos rectas se considera un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégni-
tas. En ambos casos hay que suponer que el rango de la matriz de coeficientes es
mayor o igual que 2:
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Posicién relativa de una recta y un plano:

Sistemas de Ecuaciones Lineales

rg(A|b) | rg A | Incognitas | Clasificacién | Interpretacién geométrica

3 3 SCD la recta corta al plano en un punto

3 2 3 SI la recta y el plano son paralelos

2 2 3 SCI la recta esta contenida en el plano

Posicién relativa de 2 rectas:
rg(A|b) | rg A | Incognitas | Clasificacién | Interpretacién geométrica

4 3 3 SI las rectas se cruzan
3 3 3 SCD las rectas se cortan en un punto
3 2 3 SI las rectas son paralelas
2 2 3 SI las rectas son coincidentes

Observacion. En este contexto geométrico, el hecho de que una ecuacién sea ho-
mogénea se interpreta como que la recta o el plano correspondiente pasa por el origen
de coordenadas.
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3.7. COMANDOS DE wxzMazima

= Resolver directamente un sistema de ecuaciones lineales:
-=> linsolve([ecl, ..., ecn], [varl, ..., varm]);

donde eci hace referencia a la ecuacién i-ésima del sistema y varj a la variable
j-ésima.
Directamente desde el meni: “\Ecuaciones\Resolver sistema lineal”.

= Eliminar variables de un sistema de ecuaciones:
-=> eliminate([ecl, ..., ecn], [varl, ..., vars]);
donde las variables que se eliminan son las que se han escrito en el comando.

Directamente desde el menu: “\Ecuaciones\Eliminar variable”.

» Extraer la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones:

-=> coefmatrix([ecl, ..., ecn], [varl, ..., varm]);

= Construir la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones Ax = b:
-—> addcol(A,b);

donde b puede estar introducido como una lista.

» FE] comando

-=> augcoefmatrix([ecl, ..., ecn], [varl, ..., varm]);

construye directamente la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales
aunque no lo hace como se ha definido en este texto sino que cambia el signo
del vector de términos independientes. No obstante, esta modificacién no es
relevante para el estudio del rango de la matriz.

= Para escalonar matrices se pueden utilizar los comandos vistos en el Capitulo 2
“echelon” y “triangularize”.

» Resolucién del sistema lineal Ax = b mediante matrices, siendo A € Mat,, (R)
y regular.

-=> A:matrix(filal,...,filam)$
b:matrix(columna)$
linsolve_by_lu(A,b);
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Resolucién de sistemas lineales homogéneos, Ax = O:

-=> nullspace(4A);

Normas matriciales: Si A € Mat, xm(R), se pueden calcular ||A||1 v ||A]|co-
-=> mat_norm(A,1);

-=> mat_norm(A,inf);
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3.8.  EJERCICIOS PROPUESTOS

’Algoritmo de Gauss y Teorema de Rouché-Frobenius

1. Usar el método de Gauss o de Gauss-Jordan para reducir los siguientes sistemas a una
forma escalonada y encontrar, si existen, las soluciones de los mismos:

T—2y+z+2u=-2

20 — 3y =3 y—z=0 y—z=1 2% + 3 5 9
x —z—bu=
a)qdr —5y+z2=7 b){z—y=0 c)Sz—y=1 d) 4
dr—y+z—u=>5
20 —y—32=5 r—2=0 r—z=1

5r—3y+2z+u=3

2. Resolver segin los valores del pardmetro m los siguientes sistemas homogéneos:

20 —my +4z=0 z4+y—2=0
a)sx+y+T72=0 b){my—2=0
mr—y—+132=0 z+y+mz=0

3. Discutir el siguiente sistema segun los valores de m y resolverlo en los casos que sea
posible:
mr+y+z=1
r+my+z=m
r+y+mz= m?
4. En cada uno de los siguientes sistemas, encontrar (si es posible) condiciones sobre a,b y
¢ de modo que el sistema no tenga soluciones, tenga solo una o posea infinitas soluciones:

3r+y—z=a 2r+y—z=a z+ay=0
a)sx—y+22=>0 b){2y+32=5b c){y+bz=0
Sx+3y—4z=c r—z=c z+cx=0

Resolucion de sistemas por LU‘

5. En cada uno de los siguientes casos, resolver el sistema Ax = b utilizando la factoriza-
cién LU de la matriz A:

2 2 —4 2 1
1 -2 1 3 -1
a)A=1_1 1 o of P12
0 1 1 -2 0
1 -2 2 2 —6
b) A=|-1 2 0 0|, b= 4
3 -3 1 4 5

6. En cada uno de los siguientes casos, resolver el sistema A%x = b utilizando la factori-
zacién LU de la matriz A:
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10.

Sistemas de Ecuaciones Lineales

1 2 -1 -2
a) A=|-2 -5 3|, b=|4
~1 -3 0 10
110 0 2
11 1 -1 3
P)A=10 11 1| P2
001 0 1

Las puntuaciones de 3 jugadores en un torneo se han perdido. La informacién que se
tiene es la suma de las puntuaciones de los jugadores 1 y 2, la suma de los jugadores 2
y 3 y la suma de los jugadores 1 y 3.

a) Probar que de esta informacién se pueden deducir las puntuaciones de cada ju-
gador.

b) ;Es cierto lo mismo si tuviéramos 4 jugadores y conociéramos la suma de 1 y 2,
de2y3,de3y4dydely4?

Un Caballero Cadete tiene un presupuesto de 400 euros para gastar durante los préxi-
mos 12 fines de semana. El gasto que le supone ir un fin de semana a casa es de 50
euros, mientras que si sale por Zaragoza son 40 euros y si se queda en la AGM solo 10
euros. Calcular todas las posibilidades para los citados fines de semana sabiendo que
al final de los doce ha agotado todo su presupuesto.

. Un curso de inglés de verano cuesta 700 euros para Comandantes, 200 euros para

Capitanes y 50 euros para Caballeros y Damas Cadetes. Se sabe que han adjudicado
150 plazas para la AGM de Zaragoza y que se ha pagado un total de 10.000 euros.
;,Cuantos Comandantes, Capitanes y Caballeros y Damas Cadetes de la AGM asistiran
al curso? (Ayuda: por motivos estrictamente humanitarios no vale partir a una persona.)

Métodos iterativos

a) Partiendo del vector inicial x(©) = ), aplicar cuatro iteraciones del método de

2
Jacobi, calculando en cada iteracién el error de paso con la norma infinito, para
encontrar una solucién aproximada del siguiente sistema:

dr+2y =1
x—4y = 0.

b) Haciendo uso del Teorema 3.16, aplicar tantas iteraciones como sean necesarias
del método de Gauss-Seidel para obtener una aproximacién con un error absoluto
en norma infinito menor que una tolerancia de 0.001.

c¢) Sabiendo que la solucién exacta del sistema anterior es (z,y) = (2/11, 1/22), com-
probar que efectivamente se cumple el Teorema 3.16, para la norma infinito, tras
la ultima iteracién del apartado anterior.
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11.

12.

13.

Hallar un valor aproximado de la solucién del sistema

9r — 2y =5
—2r4+4y—z=1
—y+z=-5/6

tomando x(@ = como vector inicial y realizando tantas iteraciones como sean

o O O

necesarias del método de Gauss-Seidel para obtener un error de paso menor que una
tolerancia de 1073. Si la solucién exacta del sistema es x = 2/3, y = /2, z = —1/3,
obtener el error absoluto, usando la norma oo, tras la ultima iteracién del apartado
anterior.

Aplicar cinco iteraciones del método de Jacobi al siguiente sistema:

3z + 12y — 2z = -2

11z —4y + 32 = -3

=3z — 2y — 12z = —2.
Calcular el error de paso desde la segunda iteracién. A la vista de los resultados obte-
nidos jqué se puede decir sobre la convergencia del método? ;Se puede manipular el

sistema antes de aplicar las iteraciones del método de Jacobi para asegurar la conver-
gencia?

Considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a € R:

2r4+y=>5
3r+ay+2z=5
r+y+3z=5.

Responder a las siguientes cuestiones:

a) ;Para qué valores del pardmetro a la matriz de coeficientes del sistema es estric-
tamente diagonal dominante por filas?

b) Para el valor a = 5, jse puede afirmar algo acerca de la convergencia de los
métodos de Jacobi y Gauss-Seidel? ;Y para el valor a = —57

¢) Considerar a = 3. ;jSe puede afirmar la convergencia de alguno de los dos métodos?

(Ayuda: Utilizar las dos primeras etapas de la observacién de la pagina 86.)
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3.9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

’Algoritmo de Gauss y Teorema de Rouché—Frobenius‘

1. a) SCD. Solucién: (z,y,z) = (3,1,0).
b) SCIL. Solucién: (z,y,z) = (A, A, N), AER.
c) SIL

d) SCI. Solucién: (z,y, z,u) = (12"'4;“_)‘, 13+37)‘+9“, A, u) , A p€ER.

m=—12/7: SCI.  Solucién: (z,y,z) = (28X, =351, 1), A eR.
2. a) m=3: SCI.  Solucién: (z,y,2) = (—5X, —2X,)), A€ER.
m# —12/7, m#3: SCD. Solucién trivial: (z,y, z) = (0,0,0).
m=20: SCI.  Solucién: (z,y,z) = (A, —A,0), AeER.
b) m=—1: SCIL.  Solucién: (z,y,2) = (2\, =\, A), A e€R.

m#0, m#—1: SCD. Solucién trivial: (z,y,z) = (0,0,0).

m=—2: SIL.
3. m=1: SCI.  Solucién: (z,y,2) = (1 = A —p, A, u), A peR.

m 2
m# -2, m#1: SCD. Solucién: (z,y,2) = (’7::217 %ﬁ’ (mt-12) ) .

4 ) —2a+b+c=0, Sistema Compatible Indeterminado
. a
—2a+ b+ c#0, Sistema Incompatible
b) Sistema Compatible Determinado Va, b, c.
) 14 abc =0, Sistema Compatible Indeterminado
14 abc # 0, Sistema Compatible Determinado
‘Resolucién de sistemas por LU
-2 0 0 0 1 -1 2 -1
1 -1 0 O o 1 1 -4
5o WA= o 92 0llo 0o 1
0 1 0 2 0 0 o0 1
L U
—1/2 —25/8
= ~ 1 -9
Ax = b s (1) Ly = b ~ obtener y y = /2 x— /8
(2) Ux =y ~~ obtener x 3/4 5/8

—1/4 —1/4
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1 0 0 1 0 0 1 -2 2 2
b (oo 1)a=(3 3 o|llo 1 55 -2
01 0 -1 0 2 0 0 1 1
P L U
6 8 —2A
1)Ly = Pb bt N _
Ax =b — (1) Ly T obtenery y=12/]|, x= 6—=A , AeR.
(2) Ux =y ~ obtener x ) —1-A
A

1) Lz = b ~~ obtener z

(1)
1 0 o0 1 2 -1
6. a)A=[-2 -1 0 01 —-1], A2x=b < (2) Uy = z ~> obtener y
-1 -1 -2/ \0o 0 1 (3) Lt = y ~ obtener t
(4) Ux = t ~» obtener x.
L U
7Z = 0 s y = —4 s t = 0 , X = 1
1 0 0 0 1 0 0 O 1 1 0 0
0 010 01 00 01 1 -1
b)OIOOA*1010 00 1 —1
0 0 01 00 1 1 00 0 1
P T e
(].)LZ:waZ 92 1 1 0
2 =
A?x =b = 22Uy =z~Yy g — 2 y = 1 b= 1 X 1
() Ux =t~ x. 0 0 0 0

7. Ayuda: Utilizar el teorema de Rouché-Frobenius.

8. Si z representa el nimero de fines de semana que el Caballero Cadete se va a casa, y
los que sale por Zaragoza y z los que se queda en la AGM, las tinicas posibilidades son:
(z,y,2) = (1,8,3), (4,4,4), (7,0,5).

9. Asisten al curso 140 Caballeros y Damas Cadetes, 8 Capitanes y 2 Comandantes.

’ Métodos iterativos ‘

—2/s 1
10. a) La expresién del método es: x(m+1) = (1?4 O/ ) x(m) 4 <65) Aplicdndolo

cuatro veces se obtiene la siguiente sucesién de vectores:

-3 1 13 19

(1) _ /5 (2) _ /10 3) _ /50 4) _ /100
= ( 1/4) X (—3/20) X (1/40 » X T \8/a00 )
7 7 7

L Ix® %o = L, [xO x| = L

M) _ 5O _
D= =

(4) _x®3) -
%V = .



100 Sistemas de Ecuaciones Lineales

b) Las matrices del método son B = 0 2 yc= /s Para m = 5 se
0 -0 /20 )"

alcanza la condicién
1Bl

o0

Por tanto el error absoluto en la quinta iteracién es menor que la tolerancia dada.

913/5000 9087/50000
¢) Se tiene que x¥ = *x(3) —
) d 913/20000 ) ’ 9087/200000 ) ’

Bl|so 2
X e = 7811070, 1Bl 2 e oy 6107t

1—|[Blloo
De aqui se comprueba que se cumple el Teorema 3.16 para este caso particular.

11. El método de Gauss-Seidel se expresa como:

0 2/ 0 5/9
x(m+1) — [ o g 1/y x(m) 4 19/36
0 Y9 1/a —11/36

Tras la quinta iteracién se obtiene un error de paso ||x(®) —x*¥||, = 8.357-1074 < 1072,

5041045 /7558272 0.66696
La solucién aproximada es x(®) = | 30261649/60466176 | ~ | 0.50047
—20126831 /60466176 —0.33286

El error absoluto tras la quinta iteracion es ||x(®) — x|/, = 4.72347 - 10~* < 1072,

12. El método de Jacobi no es convergente, ya que el error de paso aumenta tras cada
iteracién:
[x® —xW| ~ 2945, ||x® — x| ~ 8.066,
[x® — x®||o ~32.604, [|x® —x®| o ~ 89.386.
Si se intercambian las ecuaciones 1 y 2 del sistema inicial, se puede asegurar la con-

vergencia del método de Jacobi ya que la nueva matriz de coeficientes obtenida es
estrictamente diagonal dominante (por filas).

13. a) La matriz A es estrictamente diagonal dominante por filas si y solo si |a| > 4.

b) Para los valores a = +5, la matriz A es estrictamente diagonal dominante por
filas, por lo que se puede afirmar la convergencia de ambos métodos.

c) Para el valor a = 3, la matriz A no es estrictamente diagonal dominante. Las
matrices B de ambos métodos son:

0 12 0 0 ~l2 0
By=|-1 0 -Ys|, Bas=|0 12 -3
-1/3 -1z 0 0 0 o

Se tiene que ||By||1 = |[|Bs|loc = 4/3 > 1y por tanto no se puede afirmar nada sobre
la convergencia del método de Jacobi. Por otra parte, puesto que ||Bas|i =1y
|Baslleo = 5/6 < 1, se puede afirmar que el método de Gauss-Seidel converge.



CAPITULO 4

Determinantes

A toda matriz cuadrada real se le puede asociar un numero real denominado
determinante. La idea de determinante aparecié en Occidente antes que el concepto
de matriz, en el siglo XVI, ligada al problema de la resolucién de sistemas de ecua-
ciones. En la actualidad no se suelen usar para dicho propdsito, ya que el método
de eliminacién gaussiana propuesto en capitulos anteriores es més adecuado.

El célculo de un determinante no solo se asocia al estudio y resolucién de sistemas
de ecuaciones, sino que permite establecer el rango de una matriz, calcular su inversa,
resolver problemas de tipo geométrico (férmulas sencillas para el cdlculo de areas
y volumenes) o calcular los valores propios de una matriz como se muestra en el
Capitulo 8. Son ademds muchas las aplicaciones de los determinantes en Ingenieria,
Fisica, Economia y otras ciencias.

En 1683 el matematico japonés Takakasu ya utilizé la idea de determinante,
aunque el mérito se le suele atribuir a Leibniz, que en 1693 realizando un proceso de
eliminacién para resolver un sistema, obtuvo una expresién que coincide con lo que
hoy conocemos como determinante de la matriz de coeficientes del sistema, pero no
publico este trabajo.

McLaurin, Cramer, Bézout, Vandermonde, Laplace, Jacobi, Lagrange y Gauss
son otros de los matematicos que realizaron aportaciones a la teoria de los determi-
nantes.

El nombre de determinante y el significado actual que conocemos se debe a
Cauchy, que fue el matematico que realmente propuso la teoria general, dando de-
mostraciones rigurosas y completas. Se encargd de realizar una sintesis de los cono-
cimientos anteriores sobre el tema y publicd en 1812 la férmula y demostracion del
determinante de un producto junto con el enunciado y demostracién del desarrollo
por adjuntos de un determinante.

101
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4.1. DEFINICION DE DETERMINANTE

Existen varias teorias que permiten introducir el concepto de determinante de
una matriz cuadrada. Se ha elegido un método sencillo, en el que la definicién se
presenta de forma inductiva, es decir, usando determinantes de orden n — 1 para
definir el determinante de orden n.

Definicion 4.1. La aplicaciéon determinante, que a cada matriz cuadrada A €
Mat,, (R) le hace corresponder un nimero real

det : Mat,(R) — R
A +— detA =4,

se define de modo inductivo mediante:

= Sin=1, A=(an) =

= Si n > 1, supuesto definido el determinante para matrices cuadradas de
orden n — 1, se define el determinante de A € Mat,,(R) como:s

‘ |A] = a11 A1 + a1 421 + -+ + an1An ‘

donde a;1, i =1,...,n, son los elementos de la primera columna de A y A;1,
i=1,...,n, sus adjuntos, (ver siguiente definicién).

Definicién 4.2. Sea A = (a;;) € Mat,(R). Si se suprime la fila 7 y la columna
j de A, resulta una matriz cuadrada de orden n — 1 cuyo determinante se llama
menor complementario del elemento a;; y se representa por M;;. Se denomina
adjunto del elemento a;;, y se denota mediante A;;, al nimero

ail cee Q151 | Q1541 - QAn
— i+j _ itj | Fi-1,1 Ai—1,n
Ay = (1) My = (=1)"" : :

Qi+1,1 Ai+1n

(0795} Apn
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Cuando se usan las definiciones anteriores para evaluar un determinante, se dice
que se efectiia un desarrollo por adjuntos. Aunque en la Definicién 4.1 se utiliza el
desarrollo por los elementos de la primera columna, se muestra a lo largo del capitulo
que se puede calcular el determinante desarrollando por cualquier fila o columna.

Observacién. El signo (—1)"*7 que acompaiia a los menores forma una imitacién
de un tablero de ajedrez sobre la matriz, con el signo + sobre la diagonal principal.

+ -+

+
v Ejemplo 1. Dada la matriz cuadrada A € Maty(R)

3 2
=)

el menor complementario del elemento a1 es el determinante M1 = age = 1 y el
adjunto correspondiente a dicho elemento es

Ay = (=) =1,

Del mismo modo, se puede calcular por ejemplo, el menor complementario del
elemento ag; como Moy = ajg = 2 y el adjunto

Ay = (—1)* My = 2.

o
Observacion. Se proponen a continuacién férmulas explicitas para el calculo del
determinante de una matriz de orden 2 o 3, ya que el calculo del determinante de
una matriz de cualquier orden se reduce a uno de estos tipos.

ailr ai2

»n=2 A= = ||A| = a1 A +a2 A2 = ai1 a2 — arza2
a1 a2 ~—~ ~—

a2 —ai2

ail ai2 a3
N = 3, A= a1 a2 a93 -
agr a3z2 ass

ai2
a32

22 A23

a ai2 Qi3
aszz ass

a22 (23

|A| = a1 —ag

a13
+ asl
a33

a11 Q22 33 —a11 423 A32 — 021 A12 G33+0a21 A13 G32+0a31 12 G23 —A31 G413 G22 =

a11 a2 az3 + a1 a3z a13 + a2 a23 a3z — a3 G2 a3l — 11 423 A32 — a21 G12 433
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Esta ultima férmula desarrollada es conocida como regla de Sarrus. Para re-
cordarla se suelen usar los diagramas siguientes:

Sumandos precedidos del signo + Sumandos precedidos del signo —

Figura 4.1: Regla de Sarrus.

v Ejemplo 2. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

A—(i f) B=[4 5 6
78 9

Solucion:

» Para calcular el determinante de la matriz A € Maty(R) basta usar la férmula
dada en la observacién anterior:

3 2

Al=1, 1

‘:3-1—2-4:—5.

» Para resolver el determinante de la matriz B € Mats(R) se puede aplicar
directamente la regla de Sarrus:

1 2 3
4 5 6/=1-5-942-6-7+4-8:3-7-5-3-8-6-1-4-2-9=0.
78 9

~~ Ejercicio. Escribir una férmula para calcular el determinante de una matriz de
orden 4 en funcién de determinantes de orden 3.

Observacion. Para calcular el determinante de una matriz de orden 5 siguiendo la
definicién, se deben calcular 5 determinantes de orden 4. Para cada uno de ellos hay
que calcular 4 determinantes 3 x 3, sumando un total de 20 determinantes de orden 3,
que a su vez requieren realizar 3 determinantes 2 x 2 cada uno. Es decir, para calcular
el determinante de la matriz inicial 5 X 5 es necesario realizar 60 determinantes de
orden 2.

El calculo de un determinante utilizando la definicién resulta muy largo sobre
todo cuando se trata de matrices de orden elevado. El estudio del determinante de
algunas matrices sencillas asi como las propiedades generales de los determinantes
pueden ayudar en la solucién del problema anterior.
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4.1.1. DETERMINANTE DE ALGUNAS MATRICES ESPECIALES

De la definicién de determinante propuesta en la secciéon anterior, se deducen
facilmente los determinantes de las siguientes matrices:

= El determinante de la matriz identidad de orden n, I,,, es igual a 1,

1 -+ 0
|In|: o =1
0o --- 1

= El determinante de la matriz nula de orden n es cero,

= El determinante de una matriz diagonal de orden n es igual al producto de sus
elementos diagonales,

a1 -+ 0

= ai11 ... Qpn.

0 - am

» El determinante de una matriz cuadrada triangular (superior o inferior) de
orden n es igual al producto de sus elementos diagonales,

ail a2 aig ... aip
0 a2 a3 ... Qa2n
0 0 ass ... asn|=ajiamazs ... ann.
0 0 0 ... apn

V' Ejemplo 3. El siguiente determinante se calcula usando la definicién y se
comprueba que se obtiene el resultado de la propiedad anterior.

1 23 4
56 7

056 71 1108 o|l=1.58 2/=1.5.8-10= 400.

008 9 0 0 10 0 10

00 0 10
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4.2.

Determinantes

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Se presentan a continuacién una serie de propiedades de los determinantes que

son ttiles para el calculo de estos.

Propiedades.

= El determinante de una matriz cuadrada A coincide con el de su traspuesta,

Al =

ail

anl

a1

Qnj

Q1n

Gnpn

ail

aiq

Aln

a1

Qin

Gnl

Anj

Gnpn

— | A,

v Ejemplo 4. Dada la matriz A = (Z Z

determinantes de A y A?, comprobando que se verifica la propiedad anterior.

) € Matz(R), se calculan los

a b a ¢
|A|_ c d b d—ad—Cb.

’:ad—bc7 |At| =

b

La suma de los determinantes de dos matrices 41 y Ay € Mat,(R) que se
diferencian solo en los elementos de una fila cualquiera, por ejemplo la i-ésima,
es igual al determinante de una matriz cuyos elementos de la fila i-ésima son
la suma de los elementos correspondientes de las filas i-ésimas de A1 y As y el
resto de filas se mantienen invariantes.

ail

Q1n

Qnn

ail

ajq

Qn1

Q1n

m

Qnn

[Ax]

|Az|

ail

!/ "
aj1 + a3

(22751

v_ Ejemplo 5. Se puede comprobar ficilmente que

1
2
4

ot O N

3 1
21+ |1
6 4

Ut O N

1 2 3
=12+1 0+0 2+1
4 ) 6

A1n

/ "
in + Ain| -

(227773

ot O N
Y W W
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Calculando por separado los determinantes se tiene:

1
2
4

ot O N
DN W

1
=12; |1
4

ot O N
D = W

1
=6; |3
4

= )
o w w
I
—
0

Observar que se cumple la propiedad.

i

En general, esta propiedad se suele utilizar en el sentido inverso para calcular
el determinante de matrices cuyos elementos son parametros.

\/Ejemploﬁ.
p+z gyl _| p q z yo|_
a+zx b+y a+x b+y a+x b+y
p q p q ry T Yl _ _
u b‘ - y‘ a b' - y’pb qa + py — qx + xb — ya.

o

= Si en una matriz A € Mat,(R) se permutan dos filas entre si (por ejemplo
las filas i, j), el determinante de la matriz B € Mat,(R) que resulta es el
determinante de A cambiado de signo:

aip -t ottt Qlp a1 - - Gip
‘ajl ajn‘ ‘aﬂ ain‘

Bl =] : : =—] : : = —|A.
‘ail ain‘ ‘ajl a'j'n‘
Al -+ Gnpn Ul -+ o Gnp

Recordando la nomenclatura usada en capitulos anteriores para las operaciones
elementales, B = Pj; A es la matriz que resulta tras aplicar a A una operacion
elemental de tipo I. Es decir, |B| = |P;;A| = —|A|.

1 2
3 4
primera fila con la segunda se obtiene la matriz B € Mato(R),

1 2 3 4
A_<3 4>p_12><1 2>_B'

Calculando el determinante de A y B se observa que se verifica la propiedad
anterior.

V' Ejemplo 7. Dada la matriz A = € Mats(R), si se permuta la

1 2
3 4

3 4

Al-| .

‘:—2; |B|:‘ ‘:2:—|A|.
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De otro modo |A| = ‘

1 2
3 4

Pia _‘3 4‘

1 2

—2.

Determinantes

» Si una matriz A € Mat, (R) tiene dos filas iguales, su determinante es cero:

Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la anterior.

v Ejemplo 8. Dada la matriz A = (

Al =

Al =

1
1
1 2
1 2

2
2

ail Q1n
| ai in |
| ai in |
Gnl Qnn

‘:1.21-220.

) € Maty(R), su determinante es

= Si se multiplica una fila de la matriz A € Mat,,(R) por un nimero real \ # 0,
el determinante de la matriz B € Mat,,(R) resultante es igual al determinante
de A multiplicado por A:

|B| =

ail

A ;1

an1

A1n

A Ain

ann

ail

an1

Q1n

(¢77)

a'nn

= MA.

Volviendo a la notacién de las operaciones elementales, B = P;{(A\)A y |B| =
|P;(A\)A| = AA|, o equivalentemente, |A| = 1|B].

V' Ejemplo 9. Dada la matriz A = <

1

1

2
A: - -
(—1 1> Pi(2)

2

-1 1

(2 0)-s

> € Maty(R), si se multiplica la
primera fila de A por dos se obtiene la matriz B € Mata(R)
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Hallando el determinante de las matrices A y B, se comprueba que se verifica
la propiedad anterior.

1 2

Al = ‘—1 1

e

Soql=6=2-14

1 2
-1 1

De otro modo |A| = ‘ A

2 4‘_

le
5 =h6=3

1
2

b

» Sitodos los elementos de una fila de la matriz A € Mat,,(R) son nulos, entonces
su determinante es cero:

a/ll ... ... aln
Aj=[0 - - 0]=0.
anl ... ... ann
v’ Ejemplo 10. Dada la matriz A = <(1) g) € Mats(R), su determinante es
1 2
1A = ’0 0’ =1-0-0-2=0.

b

» Sien la matriz A € Mat,(R), la fila ¢ se sustituye por la fila i més la fila j
multiplicada por un niimero real \, el determinante de la matriz B € Mat,, (R)
resultante es igual al determinante de A:

aip v+ e Qg ail ain
a1 ot Gjn aj1 Ajn

Al =1 L= : : = |Bl.
alp - e Qin, a;1 + )\ajl cee e Qip T+ /\a].n
apl -+ Qpn an1 Unn

En términos de operaciones elementales B = P;;(A\)A, y |B| = |Pi;(M\)A| = |A|.

1 2
3 4
la segunda fila de A la primera multiplicada por —3, se obtiene la matriz

B € Maty(R)
1 2 1 2
A = —) == B.
(3 4) Po1(—3) <0 —2)

v Ejemplo 11. Dada la matriz A = € Maty(R), si se suma a



110

Determinantes

Hallando el determinante de las matrices A y B, se puede comprobar que se
verifica la propiedad anterior

1 2 1 2
|A|—‘3 4‘—4—6——2, |B|—‘O _2‘——2—|A|.
i 1 2 P21L*3) 1 2 _
De otro modo |A| = ‘3 A4 = o 2‘ = —2. o

Si en la matriz A € Mat,,(R) la fila i-ésima es combinacion lineal de otras filas,
su determinante es nulo:

ann e ain
fila i
|A| = > Xearr ) Meaka| — g
ki kot
an1 T Qnn

Esta propiedad es consecuencia inmediata de las anteriores. De aqui se deduce
que si la matriz A tiene dos filas proporcionales, su determinante es nulo.

1 2

v' Ejemplo 12. Dada la matriz A = <2 4

) € Matz(R), si se calcula su
determinante se obtiene

1 2

A=l 3

’:1~42-2:O.

Si se observa directamente que sus filas son proporcionales, aplicando la pro-
piedad anterior se obtiene 0 sin necesidad de calcularlo.

<

Observacién. Teniendo en cuenta la primera propiedad, |A'| = |A|, se pueden
enunciar las propiedades anteriores de modo analogo por columnas.

4.3. OPERACIONES DE MATRICES Y DETERMINANTES

El comportamiento del determinante con respecto a las operaciones habituales de

matrices: suma, producto por un nimero real y producto de matrices, es el siguiente:

1. Suma de matrices: El determinante no se comporta bien con respecto a la

suma de matrices, es decir, en general dadas A, B € Mat,,(R):

|4+ B| # |A] + |B|]
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2. Producto por un nimero real: Si se considera la matriz A € Mat,(R), y
el nimero real A € R, entonces

[AA[ = A"[A]

3. Producto de matrices: Dadas las matrices cuadradas A, B € Mat,(R), en-
tonces:

|AB| = |A]|B]]

Es decir, el determinante de un producto de matrices cuadradas es igual al
producto de sus determinantes.

Como consecuencia de la propiedad 3 anterior y usando algunos resultados ob-
tenidos en la Seccién 4.2 se puede deducir el valor del determinante de cada uno de
los tipos de matrices elementales.

Proposicion 4.3. Los determinantes de las matrices elementales de tipo I, IT y 111
son, respectivamente:

L |Py| =—-1.
IL. |P;(\)] = A
TIL |Py(\)] = 1.
Demostracion. Sea A una matriz regular, |A| # 0, entonces:
L [PyA| = [Pyl|A] = —|A] = |Py] = 1.
IL [P A] = [BN[[A] = AlA] = [B (V)] = A
L [P (M A] = [P (M[A] = [A] = [P (M)] = 1.

v Ejemplo 13. Dadas las matrices

1 2 0 -3
=23 =0 )
comprobar que se verifica |AB| = |A| |B|, mientras que |A + B| # |A| + |B|.

Solucién: En efecto, se tiene que:

1 2\ (0 -3 4 1
=] 3) G )l e
1 2H0 -3

Slane=|2, 3

‘:7~6:42.
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Por tanto |AB| = |A| |B|. Sin embargo:

12\ (0 =3\ 1 -1
suent= | 5 D)l Bl-e

1 2) ‘0 -3

'|A|+B|:'—2 372 2

‘:74—6:13.

Se observa que |[A+ B| =5 # |A| + |B| = 13.

Para las matrices por bloques se verifica el siguiente resultado.

Proposicién 4.4. Sean tres matrices A € Mat,(R), B € Mat,»4(R) y C € Mat,(R)
que dan lugar a una matriz por bloques del tipo

M = (%‘%) € Mat,(R),

con n = p + ¢q. Entonces, |M| = |A||C|.

v Ejemplo 14. Calcular el determinante de la siguiente matriz

1 2 010
-1 1 1 11
M=]0 01 2 3
0 01 01
0 0 45 6
.. . o A|B .
Solucién: La matriz M se puede dividir en bloques M = ol c siendo

1 2 3

i () 0 ) e

4 5 6

Aplicando la Proposicién 4.4 se sabe que
1 9 1 2 3
|M:|A||C:‘_1 1‘ 1 0 1]=3-6=18.

4 5 6

Los determinantes de A y C se conocen de los Ejemplos 3 y 4.
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Notas.

= La Proposicién 4.4 es valida si los bloques son de la forma

M = (%%) € Mat,(R),

con A € Mat,(R), B € Matyx,(R), C € Maty(R) y n = p+ ¢. En este caso
también se verifica |M| = |A||C|.

= Como consecuencia de la Proposicién 4.4 se tiene que si M es diagonal por
bloques, su determinante es el producto de los determinantes de los bloques

diagonales. Es decir, si
AlO

con A € Mat,(R), C' € Mat,(R) y n = p+ ¢, el determinante es |M| = |A||C|.

4.4. CALCULO DE DETERMINANTES

Dada una matriz A € Mat,,(R), la Definicién 4.1 de determinante dada al inicio
del capitulo propone, para calcularlo, desarrollar por los elementos de la primera
columna. Esta definicion puede generalizarse desarrollando por los elementos de
cualquier fila o columna de la matriz A.

Teorema 4.5. Sea A = (a;;) € Mat,,(R) una matriz cuadrada de orden n, entonces:

n
|A] = a1 Ain + aigAio + ... + ainAip, = Z aipAik desarrollo por la fila i-ésima
k=1
0
n
|A| = a1jA1j+a;Asi+. . +anAn; = Zaijkj desarrollo por la columna j-ésima.
k=1

v Ejemplo 15. Calcular el determinante:

1 2 3
1 0 1j.
2 3 4

Solucién: Se desarrolla por la segunda fila por tener el mayor nimero de ceros:

133 9 3
3 3 4

1 2

=11’ 2 3

'+1(—1)5

1 1 ‘—1—1—1—2.
2 4



114 Determinantes

El célculo del determinante de una matriz de orden grande puede ser bastante
engorroso si se sigue la definicién. El uso del Teorema 4.5 y de las propiedades de la
Seccién 4.2 permite simplificar los calculos.

Se proponen dos formas de abordar el cdlculo de determinantes, aunque estas no
son las tinicas maneras de obtenerlo.

= Hacer operaciones elementales a la matriz hasta obtener una matriz triangu-
lar, cuyo determinante es inmediato multiplicando los elementos de la diagonal
principal. Hay que recordar como afectan las operaciones elementales al deter-

minante.
3 3 -2
v Ejemplo 16. Calcular el determinante de la matriz A= 1 2 0
-1 4 1
Solucién:
3 3 =2 1 — 2 0 (1
Aj=|1 2 o|%22_ 9| LY g 3 g L
-1 4 1 14 1| ™0 o 6 1
12 0 Pra(—6) 12 0
—(=3)[0 1 23 ""="3/0 1 23{=3-[1-1-(=3)]=-9
0 6 1 0 0 -3

= Combinar las operaciones elementales con las propiedades de la Seccion 4.2,
desarrollando el determinante por la fila o columna con el mayor niimero de

ceros.
3 3 =2

V' Ejemplo 17. Calcular el determinante de lamatrizA=| 1 2 0
-1 4 1

Solucion: En este caso se elige la tercera columna que ya tiene un cero. Se hace
una operacién elemental para convertir el elemento a3 en cero y se desarrolla
por la tercera columna que tiene un tnico elemento no nulo. Se obtiene asi un
determinante de orden 2 que se resuelve directamente mediante la definicién.

3.8 =20, 11 0 L1
Al=|1 2 0| = 2 0:(—1)3+31 2‘:1-2—1-11:—9.
-1 4 1 -1 4 1
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4.5. APLICACIONES

Los determinantes son de utilidad en la resoluciéon de algunos problemas que
se han planteado en capitulos anteriores. Por ejemplo, con ellos se puede dar una
condicion necesaria y suficiente para la regularidad de una matriz, calcular la inversa
o resolver sistemas de ecuaciones cuya matriz de coeficientes sea invertible.

4.5.1. RANGO Y EXISTENCIA DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

En los capitulos anteriores se ha definido el rango de una matriz A como el nime-
ro de filas no nulas que tiene una cualquiera de sus formas escalonadas. Para matrices
cuadradas de orden n, recordando algunos de los apartados del Teorema 2.13, el ran-
go de una matriz cuadrada se usaba para caracterizar la regularidad de la matriz.
Ahora se puede hacer también con el determinante:

VA € Maty(R), r1gA=n <= |A]#0 < 3A"" € Mat,(R) |

v Ejemplo 18. Se considera la matriz A del Ejemplo 17, ;tiene A rango méximo?
JEs A regular?

Solucién: Por los calculos realizado en la solucién del Ejemplo 17 se sabe que
|A| = —9 # 0, por tanto rg A = 3 y A es regular, es decir, 3471,
o

Observacién. Si |A| # 0 entonces existe A1 y se verifica AA™! = I,,. De aqui se
deduce, usando la propiedad multiplicativa del determinante, que |A||A~!| = 1. Asi,

A7 = —
A=

4.5.2. CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA

El determinante permite ademas dar una forma explicita para calcular la inversa
de una matriz, en el caso de que sea regular. No se aconseja el uso de este método
para el célculo de la inversa, sino el método de eliminacién gaussiana propuesto en
capitulos anteriores.

Teorema 4.6. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada regular, entonces:

ATt adj A)*

:m(
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donde adj A es la matriz adjunta de A, matriz formada por los adjuntos de los
elementos de A (Definicién 4.2),

An A ... A

Aoy Az ... Az
adjA=| . . )

Anl An2 ce Ann

v Ejemplo 19. Calcular la inversa de la matriz A, aplicando el método de los
adjuntos:

1 2 3
A=1-1 1 -2
1 0 2

Solucidn: Se procede de la siguiente forma:

= Calcular el determinante de A:

1 2 3
Al=|-1 1 —2|/=-1.
10 2

Como |A| # 0, entonces AL,

= Calcular la matriz adj A:

1 -2 -1 -2
Ay = (1)1 0 2 ‘ =2; Ap=(-1)'" 1 9 ‘ =0;
En este caso:
2 0 -1
adjA=1|-4 -1 2
-7 -1 3

= Por iltimo, hallar la traspuesta de la adjunta y la multiplicarla por ﬁ, para
obtener la matriz inversa:

-2 4 7
adjA)Y =0 1 1
1 -2 -3

-1 _
AT =1

~~ Ejercicio. Considerar
a b
(e,

Suponiendo que A es regular, calcular A~! usando el método explicado en esta
seccion. Comprobar que el resultado obtenido verifica AA™! = A71A = I,.
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4.5.3. REGLA DE CRAMER

El determinante proporciona una regla, conocida como regla de Cramer, para
la resolucidon de sistemas de n ecuaciones con n incégnitas cuya matriz de coeficientes
sea regular. Se presenta este método aunque no se aconseja su uso, ya que el nimero
de operaciones que hay que realizar cuando n > 3 es muy grande. El método de
Gauss se plantea como método 6ptimo de resolucién de sistemas.

Teorema 4.7. Sea A € Mat,,(R) una matriz cuadrada regular de orden n. El sistema
de ecuaciones lineales Ax = b es compatible determinado Vb, y las componentes z;,

i=1,...,n, del vector solucién x se calculan mediante la férmula
ICi| .
xi:|A|’ 1=1,2,...,n,

donde C; es la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna ¢ por el
vector b,

ayr -+ ari-1 b1 a0 am
Ci=\lan - aii—1 b a1 - ain
pl -+ Gpi—1 bn Gniy1 -+ Qnn

4.5.4. APLICACIONES GEOMETRICAS

Ademsds de las aplicaciones anteriores, los determinantes tienen muchas aplica-
ciones en geometria. Se presentan a continuacién algunas de ellas.

Aplicaciones geométricas en R? ‘

s Célculo del drea de un tridngulo de vértices (x1,¥y1), (x2,v2), (z3,y3):

1|7 »n 1
A=— T2 Y2 1|.
2
x3 ys 1

El drea del tridngulo es el valor absoluto de la cantidad A calculada.

» Los puntos (z1,y1), (z2,¥2), (x3,y3) estdn en la misma recta o son colineales
si y solo si
r1 oy 1
r2 Y2 1| =0.
r3 yz 1
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= Célculo de la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos distintos (x1,y1),

(72,92):
z y 1
1 Y 1| =0.
T2 Y2 1

‘Aplicaciones geométricas en R3

= Célculo del volumen de un tetraedro cuyos vértices son los puntos (z1,y1, 21),
(72, Y2, 22), (73,Y3, 23), (T4, Y4, 24):

1 Y1 2
vollpz v o=
6|rs ys 23

T4 Y4 24

Y e

El volumen del tetraedro es el valor absoluto de la cantidad V calculada.

» Los puntos (x1,y1, 21), (z2,Y2, 22), (3,93, 23), (T4,Y4, z4) son coplanarios si y
solo si
1 Y1 2 1
T2 Y2 z2 1 _ 0
r3 ys z3 1 '
Ty Y4 24

s Célculo de la ecuacién del plano que pasa por los puntos (x1,y1, 21), (T2, Y2, 22),

(23,93, 23):
r y =z 1
vy oz 1 0
T2 Y2 22 1 '
r3 y3 23 1

= Caélculo del producto vectorial de los vectores u = (z1,y1,21), v = (22, Y2, 22):

T J k
Yy 2| = T zZ1| - 1 Y|
uxv=1ry Yy z1|= 17— )
Y2 22 T2 22 T2 Y2
T2 Y2 22
es decir, el vector u X v se expresa como:
1 21 1 zZ1| |1 1
uxv= y , — , y
Y2 22 T2 Z2| |T2 Y2

y es ortogonal a los vectores uy v .
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4.6.

COMANDOS DE wzMazima

Tras introducir una matriz cuadrada A, se pueden realizar las siguientes opera-
ciones:

s Calcular el determinante de la matriz A:

-—> determinant (A) ;

Comando al que también se puede acceder desde “\Algebra\Determinante”.

Calcular la traspuesta de la matriz adjunta de la matriz A dada:
-=> adjoint (A);

Si se quiere obtener el adjunto del elemento a;; de la matriz A, es necesario
extraer el elemento que ocupa la posicién (j,4) en la matriz que proporciona
el comando “adjoint”.

Calcular la matriz que resulta de eliminar la fila ¢ y la columna j de la matriz A:
-=> minor(A,i,j);

Si se quiere obtener el menor complementario M;; del elemento a;; de la ma-
triz A, es necesario calcular el determinante de la matriz que proporciona el
comando “minor”.

Construir una matriz de Vandermonde de tamafno n, de parametros x1, ..., Tn,
.o £l 1 2 (n—1),,
cuya i-ésima fila es [1,z;, 27, ..., ; |:

-=> vandermonde_matrix([x1,...,xnl);

Pueden usarse ademas otros comandos definidos en capitulos anteriores como
“submatrix”, “invert”.
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4.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sean A, B € Maty(R), demostrar la propiedad del producto |AB| = |A||B).

2. Expresar la condicién que deben cumplir las matrices A, B € Mat2(R) para que se
verifique |A + B| = |A| + |B].

3. Calcular el determinante de la matriz

2 31
A=1[1-2 5 3
4 1 2

de tres formas distintas:

= Desarrollando por una fila o una columna.
= Usando la regla de Sarrus.

= Haciendo operaciones elementales.
., Qué método ha resultado més sencillo?

4. Calcular los siguientes determinantes:

-1 -1 1 0 2 3 1 1 L2 b2l
-1 3 1 00 1 1 1
2 1 1 3 0 2 -1 3
a) 5 3| b) c) d)j1t 1 0 0 0f.
0 1 1 2 0 5 1 1
1 -2 1 1 3 _1 2 11 2 5 0011 2
12 2 11
5. Demostrar que:
p+x q+y r+z a b ¢
a+x b+y c+z{=2|p q r
a+p b+qg c+r x Yy z

6. Probar que:

1 z 22 28

D2 LT (1 a1 - g1 - ra)
0 ¢g 1 =z ’ ’
00 r 1
z —1 0 0

b) 0 @ -1 =p+qx+re? + sz’ + 2*
0 0 =z -1 ’
P q r r+s
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7. Probar que:
2

b*| = (b—a)(c—a)(c—b).

C2

— = =
o o
=

Este determinante se denomina determinante de Vandermonde. Generalizar la expre-
sién anterior a una matriz de tamano n x n.

a b ¢ a x p
8. Sabiendo que |p ¢ 7| =2, calcular sin desarrollar |b y ¢|.
Ty =z c z r
9. Calcular los siguientes determinantes:
z y 1 x2 y? 22
a) ly 1 oz, b)|y+2)? (@+2)? (z+y)?.
1 =z vy Yz Tz Ty
10. Resolver las siguientes ecuaciones:
1 1 1 20 —1 3x x—2
a) |1 = —-1/=0, b) [2z+1 =z 2x+1|=0.
1 22 1 dr—1 3x 3x—2

11. Dada la matriz

b

Il
O O =
oo
— o N

resolver la ecuacién |A — A3| = 0.
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4.8. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

=

. Considerar A = (a;j), B = (bi;) con i,j = 1,2, y realizar las operaciones.

2. Sean A = (ai;), B = (b;;) con i,j = 1,2. La condicién que deben cumplir es:
a11b22 + b11a22 — az1b12 — baraiz = 0.

3. |A| = 40.
4. a)|A| =17, b)|A| =2, c¢)|A] =106, d)|A|=2.

5. Se puede calcular el determinante utilizando las propiedades adecuadas o bien reali-
zando operaciones elementales y aplicando propiedades.

6. Realizar operaciones elementales y aplicar propiedades de los determinantes.

7. Para una matriz n X n:

1 a @ - a7t
2 n—1
1 ay a5 --- a5
. . . = H (az a])
: : : 1<j<i<n
1 a, a2 an~

a x p
8. |b y q|=-2.
C z T
z y 1
9. a)ly 1 a|=—(+z+y) 2> +y’—ay—z—y+1].
1 =z vy
1.2 y2 22
b) |(y+2)? (z+2)° (x+y)? =
Yz Tz Ty
@+ + %)@ +y+2)(@ —y)(z—2)(y - 2).
1 1 1
10. a) |1 z —-1=0<=z==L
1 22 1

20 —1 3z x—2
b) 224+1 2z 224+1]=0«<=2=0, z=-1.
4dr—1 3x 3x—2

11. A= -1, =1, \=3.




CAPITULO 5

Espacios Vectoriales Reales

El concepto de vector como segmento orientado se remonta a Aristoteles, aunque
tiene su maxima aplicacion en Fisica a partir del siglo XVII con el desarrollo de la
Geometria Analitica, cuyas bases fueron sentadas por Descartes y Fermat.

Los avances producidos ademas con el desarrollo de la teoria de matrices y siste-
mas de ecuaciones permitieron el paso del plano y el espacio a espacios de dimensién
mayor. Destacan los aportes de Gauss, Hamilton (que fue quien inventé el nombre
de vector), Cayley y Grassman que manejan las propiedades algebraicas del espacio
n-dimensional.

La formalizacién de la teoria de vectores en el plano y en el espacio se realizé en
el siglo XIX. En 1888 Peano introdujo la definicién axiomética del espacio vectorial.

Un desarrollo de estos espacios vectoriales se dio ya en pleno siglo XX con la
construcciéon de los espacios de funciones por Lebesgue, formalizados posteriormente
por Banach y Hilbert.

Los espacios vectoriales son aplicables al estudio de otras partes de las Ma-
tematicas, asi como a la Fisica o la Ingenieria. Estos espacios son necesarios para
la construccién de series de Fourier, la resoluciéon de ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales y para tratar algunos problemas geométricos.

Se estudian en este capitulo distintos conjuntos dotados de ciertas operaciones
que verifican las mismas propiedades. Asi, todos tienen una misma estructura que
se denomina espacio vectorial, y a sus elementos se les llama vectores.

El capitulo se centra en el estudio de espacios vectoriales reales de dimensién
finita, se comienza por el conocido R?, se amplia el estudio a R” y de ahf se generaliza
a un espacio real cualquiera V.

123
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5.1. EL ESPACIO VECTORIAL R"

Cuando se habla de un vector lo primero que viene a la mente es un segmento
orientado con punto de aplicacion, médulo, direccion y sentido en el plano o en el
espacio tal y como se usa en Fisica y que tanto se utiliza para representar magnitudes
llamadas vectoriales, como la fuerza o la velocidad. En esta seccién se pretende
extender y generalizar el concepto de vector al caso de R, siendo n cualquier valor
natural.

Se comienza recordando las propiedades de los vectores del plano R?, ya que su
representacion geométrica ayuda a comprender el concepto general de vector.

5.1.1. VECTORES EN EL PLANO R?

Se considera un vector geométrico en el plano R?, representado por un segmento
orientado que comienza en un punto inicial llamado origen o punto de aplicacion, y
tiene una longitud denominada mddulo que puede representar una cierta magnitud.
El segmento se encuentra sobre una recta que indica su direccion y dentro de la cual
tiene un sentido.

En general se suele trabajar con vectores determinados por su longitud y direc-
cién independientes de su origen, es decir, vectores libres.

Cuando se considera un sistema de referencia cartesiano y como origen de todos
los vectores el punto (0,0), si el punto donde termina el vector es el (z1,xz2), este
par ordenado se usa para caracterizar el vector, denotado para evitar confusiones
por x = (z1,x32). Los valores 1, x2 se denominan componentes del vector.

X = (.Tl,.’L’Q)

T2

T

Figura 5.1: Vectores en R?

Observacion. Los vectores se representan mediante letras minisculas en negrita,
X, o con una flecha encima, 7.

Definicién 5.1. Dado el vector x € R? con x = (z1,13), se define la norma o

longitud de x como
x| = \/2F + 3.
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Asi una vez definida la norma, si se observa la Figura 5.1 y se considera el dngulo
a que forma la direccidn positiva del eje OX con el vector, se verifica:

x1 = ||x]| cos a, x9 = ||x]|| sen av.

Definicién 5.2. Dos vectores x,y € R?, con x = (r1,22) e y = (y1,%2) son
iguales si y solo si 21 = y1, 2 = ya.

Se presentan a continuacién dos de las operaciones que se pueden definir en este
conjunto de vectores asi como las propiedades que estas verifican.

SUMA DE VECTORES DE R?

Definicién 5.3. La suma vectorial en R? es una operacién interna

+:R2xR2 — R2
(xy) = x+y

que a cada par de vectores x,y le asocia otro vector dado por la suma de sus
componentes:

x4y = (z1,22) + (Y1, 42) = (1 + Y1, T2 + 12).

Geométricamente, la suma de dos vectores X,y con origen comun y distinta
direccién es la diagonal del paralelogramo formado con lados x e y.

X

Figura 5.2: Regla del paralelogramo

La suma de vectores geométricos de R? verifica las siguientes propiedades:
Propiedades.

» Asociativa: (x +y)+z=x+(y +2), Vx,y,z € R

» Conmutativa: x +y =y +x, Vx,y € R%.

» Elemento neutro: existe el vector nulo, denotado por 0 = (0,0) € R? tal que
x+0=0+x=x, Vx €R2
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» Elemento opuesto: Vx = (z1,72) € R? existe —x = (—x1, —22) € R? tal que
x+(—x) = (—x)+x = 0. (Observar que —x tiene el mismo médulo y direccién
que x pero sentido opuesto).

Las propiedades anteriores se pueden demostrar geométricamente con ayuda de
las representaciones graficas o bien usando las componentes de los vectores.

Debido a las cuatro propiedades anteriores, el conjunto R? dotado de la opera-
cién suma que se acaba de definir, (R?,+), se dice que tiene estructura de grupo
abeliano.

A lo largo del capitulo se sigue profundizando en algunas estructuras algebraicas
importantes.

PRODUCTO DE UN VECTOR DE R? POR UN ESCALAR

Definicion 5.4. El producto por un escalar es una operacion externa

RxR?2 — R?
Ax) = X

que a cada par formado por un escalar A € R y un vector x € R? le asocia otro

vector dado por:
Ax = ANz, 22) = (Az, Ax2).

Geométricamente, el producto por un escalar representa la dilatacién o contrac-
cién del vector x (dependiendo de si [A| > 1 o |A] < 1). El sentido del vector se
conserva 0 no segun sea el signo de A (A > 0 conserva el sentido).

El conjunto R? con las dos operaciones definidas verifica las siguientes propieda-
des:

Propiedades.
s A(x+y)=Ax+ )y, VA ER, Vx,y € R%
s (A p)x = Ax + ux, VA, u € R, v¥x € R2,
» A\(ux) = (Ap)x, VA, pu € R, Vx € R2.
» 1x = x, Vx € R2.
El conjunto R? dotado de las dos operaciones anteriores, una interna y otra

externa, (R?,+,-) verificando las 8 propiedades de la suma y el producto por un
escalar tiene estructura de espacio vectorial, como se ve en la Seccién 5.2.
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5.1.2. VECTORES EN R"

Una vez estudiado el conjunto de vectores geométricos del plano R? con sus
operaciones y propiedades, se generaliza el estudio al conjunto R, que se define del
siguiente modo:

Definicion 5.5. Se denota mediante R™ al conjunto de todas las n-tuplas de
numeros reales, es decir:

‘R”:{(:cl,...,xn)|xi€R,i:1,...,n}‘

Los elementos del conjunto se denominan vectores. Dado un vector del espacio
R™ x = (x1,...,%y,), €l ndmero real x; se denomina i-ésima componente de x.

Los elementos del conjunto R™ se escriben con letras minuisculas en negrita, por
ejemplo, u, v, w, X, y, z, o bien con una flecha, ¥, y sus componentes mediante
la misma letra sin negrita y con el subindice que indica la posicién que ocupa. En
ocasiones para valores pequenos de n se puede usar una notacion sin subindices, por
ejemplo, en R? un vector genérico se suele denotar (z,v, 2).

v Ejemplo 1. El elemento x = (—1,1/2,5/8) es un vector de R?; el ntimero real
V2 es la segunda componente de x, x5 = /2.
o

Se presentan algunos ejemplos concretos de espacios R™ ya conocidos que se
pueden identificar y representar graficamente de una manera sencilla:

» R! =R es el conjunto de los niimeros reales.

= R? es el conjunto de pares ordenados de ntmeros reales, denominado plano
real, revisado en el apartado anterior.

= R3 es el conjunto de ternas ordenadas de niimeros reales, denominado espacio
tridimensional.

Geométricamente, el espacio R™ se puede pensar como el construido a partir
de n ejes perpendiculares entre si. De este modo la coordenada i-ésima indica el
desplazamiento en el eje i-ésimo.

Definicion 5.6. Dos vectores x,y € R”, son iguales si y solo si sus componentes
correspondientes son iguales.

X=y < x;=y;, Vi=1,...,n.

Observacion. Los vectores de R™ se pueden representar de diferentes formas, que
se utilizan a lo largo de texto:
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= Como una n-tupla.

X = (T1,...,%n).

= Como una matriz columna de orden n x 1, o vector columna, con coeficientes
reales.
T
x=| i | €Mat,xi(R).

LTn
= Como una matriz fila de orden 1 x n, o vector fila, con coeficientes reales.

x' = (.%‘1 mn) € Matxn(R).

Al igual que en R? se pueden definir en R” las operaciones suma y producto por
un escalar. Estas operaciones se denominan operaciones usuales o habituales.

Definicién 5.7. Sean x = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,---,yn) € R", y A € R. Se
definen la operacién interna suma

+:R*"xR* — R"
(X7Y) = X+y:(l’1 +y17"‘>xn+yn)7

v la operacién externa producto por un escalar

- RxR* — R”
Ax) = Ax=(Ary, ..., zy).

Se puede observar que el conjunto R™ con las operaciones que se acaban de definir
conserva las mismas propiedades que en el caso R2.

Propiedades. Se comprueba que para todo x, y, z € R" la suma verifica:
1. Asociativa: x + (y +z) = (x +y) + z.
2. Conmutativa: x+y =y + Xx.
3. Elemento neutro: existe 0 = (0,...,0) € R® tal que x+0=0+x = x.

4. Elemento opuesto: Vx = (x1,...,2,) € R" existe —x = (—z1,...,—z,) € R”
tal que x4+ (—x) = (—x) +x = 0.

Es decir, (R™, +) es un grupo abeliano.
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Ademas dados A\, € R, x,y € R", se cumplen las siguientes propiedades con
respecto a la operacién externa:

5. A(x+y) =Ax+ \y.
6. (A + pu)x = Ax + px.
7. Mpx) = (Ap)x.

8. Ix = x.

El conjunto (R™,+,+) con las operaciones habituales que verifican las 8 propie-
dades anteriores, se dice que tiene estructura de espacio vectorial sobre R, o
que es un espacio vectorial real.

De las propiedades 1-8 anteriores se deducen las siguientes:
Propiedades. Dados A, x € R, x,y € R™, se verifica:
= 0x=0 y A0=0.

m Acx=0 — A=0 o x=0.

Ax=pux con x#0 = A= p.

AX=MAy con A\#0 = x =Y.
w (—)x=—x.
n (—)x = A(—x) = —(A\x).

Ademads de las operaciones usuales estudiadas hasta el momento, se pueden de-
finir en R™ otras operaciones tipo “suma” y tipo “producto por un escalar”. Si con
las operaciones definidas se siguen verificando las 8 propiedades descritas, R™ sigue
conservando la estructura algebraica anterior, como se ve en la seccién siguiente.

5.2. ESPACIOS VECTORIALES REALES

Se generaliza a continuacién la estructura algebraica de (R™, +, -). Se define en
general un espacio vectorial como un conjunto V en el que se consideran dos opera-
ciones que verifican las mismas 8 propiedades que R con las operaciones habituales.
Con esto se amplia el concepto que se tenia hasta el momento de vector no solo a los
vectores de R"™, sino a cualquier elemento que pertenezca al conjunto V. Se observa
que el caso anterior, R™ con sus operaciones habituales, es solo un caso particular
de espacio vectorial real.
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Definicion 5.8. Un espacio vectorial real es un conjunto no vacio V, cuyos
elementos se llaman vectores, dotado de dos operaciones, una interna que se
denomina suma:

+:VxV — V
(u,v) — u+v,

y una externa, denominada producto por un escalar:

RxV — V
(Av) = Ay,

verificando las siguientes propiedades:

» Con respecto a la operacién interna, (V,+) es un grupo abeliano, es decir
cumple:
1. Asociativa: (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v,weV.
2. Conmutativa: u+v =v +u, Vu,v e V.
3. Elemento neutro: Je € V talque v+e=e+v=v,VvevV.
4. Elemento opuesto: Vv € V, Iv e V talque v+ v =v + v =e.

= Con respecto a la operacién externa:
Au+v)=du+ v, VAER, Vu,vevV.
(At v=Av4 v, VA peR Vv eV
AV =Apv), YN p eR Vv eV,
lv=v,VveV.

W N o W

El espacio vectorial se denota mediante (V,+,-).

Dado un espacio vectorial (V, +, ) se pueden demostrar las siguientes propiedades
a partir de la definicién anterior:

Propiedades.
= 0v=e y de=ce.

m A2 v=e — A=0 o0 v=e.

AV=puv con ve = \=p.

Au=Av con \#0 = u=v.

(—)v=v"

(=) v =2 =(Av).
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Notacion. Normalmente, si no hay confusién, el elemento neutro respecto de la
suma se denota por Oy y se llama elemento nulo, y el opuesto de v € V se denota
por —v.

Observaciones.

= A partir de ahora un vector ya no es solo un elemento de R™, sino cualquier
elemento perteneciente a un espacio vectorial V.

= Es importante destacar el hecho de que la estructura de espacio vectorial no
la posee el conjunto, sino este unido a dos operaciones. Es decir, un mismo
conjunto puede ser o no espacio vectorial dependiendo de las operaciones de-
finidas sobre él. Otro hecho a tener en cuenta es que la operacién interna se
denota por +, lo cual no quiere decir que sea la suma habitual del conjunto
(ver Ejercicio 2 de la seccién de Ejercicios Propuestos).

» Para demostrar si una terna (V,+,-) tiene estructura de espacio vectorial hay
que comprobar primero que la operacién suma es interna, la operacién pro-
ducto por un escalar es externa y luego que se verifican las 8 propiedades de
la Definicién 5.8. Para probar que (V, 4+, ) no tiene estructura de espacio vec-
torial basta encontrar una propiedad que no se verifique, dando para ello un
contraejemplo.

v Ejemplo 2. Se considera R3 con la suma habitual y un nuevo producto por un
escalar definido mediante A(z,y, z) = (Az,y, Az). Comprobar que (R?, +, ) no es un
espacio vectorial real.

Solucién: Por tratarse de la suma habitual, (R3,+4) verifica las propiedades 1-4 y
por tanto es un grupo abeliano. Se puede comprobar que no se verifica la propiedad
6 calculando:

= A p)(,y,2) = (A+wz,y, A+ p)2),
" A(x’%z) + :u(xvya Z) = ()‘xay) )‘Z) + (Nxaynuz) = ((/\ + H’)'T’Qy: ()‘ + M)Z)

Se observa que

A+ ) (2, y, 2) # M, y, 2) + ple, y, 2),

por tanto, se concluye que R? con estas operaciones no es un espacio vectorial real.
o

Observacion. Se pueden definir espacios vectoriales no reales, donde el conjunto de
escalares que actia en la operacion externa es un cuerpo K, por ejemplo el conjunto
de ntmeros complejos C. En este caso se dice que el conjunto V' es un K-espacio
vectorial o un espacio vectorial sobre K. El texto se centra en el estudio de espacios
vectoriales reales, es decir, sobre R. Por comodidad en ocasiones se omite la palabra
“real” al hacer referencia a dichos espacios.
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5.2.1.

Espacios Vectoriales Reales

EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES

Se presentan a continuacién algunos conjuntos ya conocidos que tienen estructura
de espacio vectorial.

1.

5.3.

El conjunto R™ con las operaciones usuales descritas anteriormente es un es-
pacio vectorial real.

El conjunto de las matrices de orden n x m sobre R, Mat, xm, (R), con la suma
y producto por un escalar, estudiados en el Capitulo 1, tiene estructura de
espacio vectorial real.

El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes
reales en una indeterminada, denotado por R, [z], con las operaciones habitua-
les entre polinomios es un espacio vectorial real, donde

Rz ={ao+az+---+apz" |a; €R,i=0,...,n}.
Se recuerda que la suma habitual entre polinomios se realiza sumando los
coeficientes de los monomios del mismo grado.

También el conjunto de polinomios de cualquier grado con coeficientes en R
en una indeterminada, denotado por R[z], es un espacio vectorial real.

Dados dos espacios vectoriales reales V' y W, el producto cartesiano V x W
también es un espacio vectorial real.

El conjunto de n-tuplas complejas
C"={(x1,...,2n) |2 €Cii=1,...,n}

con las operaciones habituales es un espacio vectorial, que es real cuando el
conjunto que actia en el producto es R y complejo si es C.

El conjunto C([a,b]) de las funciones reales continuas en el intervalo [a,b] es
un espacio vectorial real con las operaciones usuales entre funciones, donde

C(la,b]) ={f : [a,b] = R | f es continua en [a, b]}.

SUBESPACIOS VECTORIALES

Dado el espacio vectorial real (V. +,-) se buscan subconjuntos de V' que a su vez
tengan estructura de espacio vectorial con las operaciones “heredadas” de V. En
general, en los problemas lo interesante no es trabajar con todo el espacio, sino con
una parte de este que conserve las propiedades del espacio total.
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Definicién 5.9. Sea el espacio vectorial real (V,+,-) y S C V un subconjunto no
vacfo. Se dice que S es un subespacio vectorial de V si y solo si (5, +, ) tiene
estructura de espacio vectorial.

Para comprobar si un subconjunto de V' es o no subespacio vectorial basta aplicar
el siguiente teorema de caracterizacién de subespacios.

Teorema 5.10. Sea (V,+,-) un espacio vectorial real y sea S C V un subconjunto
no vacto. El subconjunto S es un subespacio vectorial de V si y solo si verifica:

1. Vvuuve S = u+ves,

2. VAER, Yue S = Aues,

0 equivalentemente
Yu,ve S, VA peR = du+puveSs.
Observaciones.

= Para demostrar que S es un subespacio vectorial de V' basta comprobar que
es no vacio, que la operacién “4” es interna en el conjunto S y la operacion
“” es externa, ya que las 8 propiedades se cumplen automaticamente por ser
(V,+,+) un espacio vectorial.

= Todo subespacio debe contener al elemento neutro de la suma del espacio
vectorial. La falta de dicho elemento en un subconjunto de un espacio vectorial
basta para justificar que no es subespacio vectorial.

v Ejemplo 3. Comprobar que el conjunto
S = {(x1,22,23) € R3 | z1 + 3zp — 223 = 0}
es un subespacio vectorial de R® con las operaciones habituales.

Solucién: Se verifica primero que S # (). En efecto, el elemento (0,0,0) € S por
cumplir que 0 +3-0—2-0 = 0. Se comprueban a continuacién las dos condiciones
del Teorema 5.10 anterior:

1. Sean x = (x1,22,23), Yy = (y1,92,y3) dos elementos de S. De la definicién de
S se sigue que
{ r1+3x9 — 223 = 0,
y1+3y2 —2y3 = 0.
Se calcula el vector suma X+y = (x1+y1, T2 +¥2, x3+y3) € R? y se comprueba
que verifica la condicién para pertenecer a S:

(x1 4+ 11) + 3(z2 + y2) — 2(z3 + y3) = (z1 + 322 — 223) + (y1 + 3y2 — 2y3) = 0.
=0 =0

De este modo x+y € S.
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2. Para la segunda condicién se considera A € R, x = (z1, 22, x3) € S. De nuevo
de la definicién de S, z1 + 3z2 — 2x3 = 0. Se calcula A\x = (Az1, Azo, Ax3) € R?
y se comprueba que cumple la condicién de pertenencia a S:

(Az1) + 3(A\z2) — 2(Az3) = A (21 + 3z2 — 223) = A0 = 0.

=0

De todo lo anterior se deduce que S es un subespacio vectorial de R3.
o

v’ Ejemplo 4. Comprobar que T' = {(z1, 2, 3) € R? | 21 + 3z — 223 = 5} no es
un subespacio vectorial de R3.

Solucién: El conjunto 7" no contiene al elemento neutro de la suma (0,0,0), por
tanto no puede ser un subespacio. Otra forma de probar que T no es subespacio
vectorial consiste en refutar una de las dos condiciones del Teorema 5.10 dando un
contraejemplo. Por ejemplo, tomando A =2 € Ry x = (—1,2,0) € T, se observa
que 2x = (—2,4,0) no estd en T puesto que (—2) +3-(4) —2-(0) =10 # 5.

o

V' Ejemplo 5. Demostrar que el conjunto S = {p(z) € Ry[z]|p(0) = 0} es un
subespacio vectorial del espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o
igual que dos, Ra[z].

Solucidén: Se puede realizar el ejercicio de dos modos distintos, segiin como se
considere definido el conjunto S:

» Tomando S con la expresién del enunciado, S = {p(x) € Rq[z]|p(0) = 0},
se observa que S # (), ya que el polinomio nulo p = 0 pertenece a S porque
verifica p(0) = 0. Se comprueban ahora las dos condiciones del Teorema 5.10:

1. Dados dos elementos p(x), q(z) € S, se comprueba que el polinomio suma
s(x) = (p+ q)(x) pertenece a S:

s(0) = (p+¢)(0) = p(0) +¢(0) =0+ 0=0,

por tanto s(z) = (p+q)(x) € S.

2. Dados p(z) € S y A € R, se comprueba que el polinomio r(x) = (Ap)(z)
pertenece a S:

r(z) = (A)(0) = A(p(0)) = A0 =0,
por tanto r(z) = (Ap)(z) € S.

Se concluye que S es un subespacio vectorial de Ra[x].
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= Desarrollando la expresion del conjunto, se considera un polinomio genérico
de Ry[z], que es de la forma p(z) = ax? + bx + ¢, y se impone la condicién de
pertenencia a S:

pz) e S<—=p0)=0<=0a-0+b-0+c=0<=c=0,

por lo que S se puede expresar como: S = {ax? + bz |a,b € R}, es decir,
S es el conjunto de polinomios de grado menor o igual que dos con término
independiente nulo.

1. Dados dos elementos ax? + bz, a’2? + ¥z € S, se calcula el polinomio
suma (az? 4+ bz)+ (a'z? +V'x) = (a+a')x? + (b+b)z y se comprueba que
verifica la condicién de pertenecer a S, ya que es un polinomio de Ry[z]
con término independiente nulo.

2. Dados ax? + bz € S y A € R, se calcula el polinomio A(az? + br) =
Xaz? + A\bzx v se comprueba que verifica la condicién de pertenencia a S,
por ser un polinomio de Ra[z] de término independiente nulo.

Se puede concluir por tanto que S es un subespacio vectorial de Ra|x].

5.3.1. FORMAS DE PRESENTAR UN SUBESPACIO

Segtn lo visto en el iltimo ejemplo, un subespacio vectorial se puede representar
de maneras distintas, dependiendo de cémo se exprese la condiciéon de pertenencia
al conjunto, entre las que cabe destacar:

= Condicién dada mediante ecuaciones implicitas. Por ejemplo:

S={ (x,y,2) €R3}| 2+43y—22=0}.
~—— —_—————

vector genérico condiciones

= Condicién metida dentro de las componentes del vector, también denominada
forma paramétrica. Por ejemplo el subespacio S del caso anterior se puede
escribir como:
S ={(-3y+2zy,2) €R®|y,z <R}

= El subespacio se puede dar mediante un conjunto de vectores que lo repre-
sentan, que se denomina sistema generador y que se estudia en la préxima
seccién. Siguiendo con el ejemplo anterior:

S ={(-3,1,0),(2,0,1)).

El uso de una representacion u otra depende de cada ejercicio, y el paso de una
a otra se puede hacer de manera sencilla.
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v Ejemplo 6. Considerar el siguiente subespacio vectorial expresado mediante
ecuaciones implicitas:

S = {A € Maty(R) | A = At}.
Para obtener su expresion en forma paramétrica hay que incorporar la condicién

A = A! en la propia matriz A. Si

a b
A= <C d> S Matg(]R),

entonces A = A’ si y solo si la matriz A es simétrica, es decir, si y solo si b = c. De
este modo, la expresién en forma paramétrica del subespacio S es:

S-{(Z Z) EMatg(]R)|a,b,deR}.

<

v Ejemplo 7. Considerar el siguiente subespacio vectorial expresado en forma

paI‘aIné t rica:
0 )\

Para obtener su expresiéon mediante ecuaciones implicitas hay que encontrar la
o las ecuaciones que verifican las matrices de S. En este caso, si A € S se tiene que:

A0 1 0
(3 ) a ()

De este modo, la expresion mediante ecuaciones implicitas del subespacio S es:
S:{AGMatQ(R)|A7)\IQIO, )\GR}
o

V' Ejemplo 8. Sea S el subespacio vectorial dado de forma paramétrica mediante
S = {(=3X+28,\,8) € R?® | A\, € R}. Para calcular su expresién en ecuaciones
implicitas es necesario resolver el siguiente sistema de ecuaciones, de variables \ y 5:

r=-3\+23
y=2A
z= 0.

El sistema anterior es un sistema sobredeterminado por tener mayor niimero de
ecuaciones que de incégnitas. Se resuelve despejando las variables A y S de las dos
ultimas ecuaciones del sistema en funcién de z, ¥y, z. Sustituyendo el resultado obte-
nido en la primera ecuacién se obtienen las ecuaciones paramétricas del subespacio.
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En este caso concreto, se obtiene directamente que A = y y § = z, y sustituyendo
en la primera ecuacién:

r=-3\+2 — z=-3y+2z — x+3y—2z=0.
De este modo, la expresion del subespacio S en ecuaciones implicitas es:

S ={(x,y,2) €eR®| x+3y—2z=0}.

5.3.2. ALGUNOS SUBESPACIOS VECTORIALES IMPORTANTES

Se presentan a continuacién algunos ejemplos de subespacios vectoriales reales
que se manejan en el futuro y que tienen una especial importancia.

1. En el espacio vectorial R? todas las rectas que pasan por el origen de coordena-
das son subespacios vectoriales (que se pueden identificar con R). Del mismo
modo, todos los planos que pasan por el origen son subespacios vectoriales
(que se pueden identificar con R?).

2. Sea V un espacio vectorial real. Se considera el conjunto S formado por el
elemento nulo de V', S = {0y }. S es un subespacio vectorial de V.

3. Sea V un espacio vectorial real. Tomando S = V', S es un subespacio vectorial
de V.

4. El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales
Ax = 0 es un subespacio vectorial. Mas concretamente, sea A = (a;;) €
Mat, xm(R) la matriz de coeficientes del sistema

a1 - Gim x1 0

apl  *+°  Onm Tm 0

El conjunto S = {x € R™ | Ax = 0} es un subespacio vectorial de R".

En este capitulo se aprende a expresar este subespacio vectorial de diversas
formas y en secciones posteriores se ve que el rango de la matriz A juega un
papel importante.

5. El conjunto R, [x] es un subespacio vectorial del espacio R[z]|, Yn > 0. El
conjunto R, [z] es un subespacio vectorial del espacio R, [z]|, Vn < m.

6. Sean Si,..., S, subespacios vectoriales del espacio vectorial real V', entonces la
b ) )
suma S1+---+ .5, y la interseccion S;N---N.S, son subespacios vectoriales
de V. Sin embargo la unién de subespacios vectoriales S;U---U S,, no es, en
T )
general, un subespacio vectorial. Estos conjuntos se estudian en una secciéon
posterior.
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5.4. GENERADORES Y DEPENDENCIA LINEAL

Se introducen a continuacién una serie de conceptos basicos para el estudio de
los espacios vectoriales.

Definicién 5.11. Sea V' un espacio vectorial real y {vy,...,v,} una familia de
vectores de V. Un vector v € V se dice combinacién lineal de los vectores de
dicha familia si se puede expresar de la forma:

v=MAVvi+- -+ NV, donde A\j,..., A\ €R.

Observaciones.

= El vector 0 es combinacién lineal de cualquier familia de vectores.

» Para determinar si un vector es combinacién lineal de otros es necesario resolver
un sistema de ecuaciones lineales, cuyas incognitas son ;.

v Ejemplo 9. En el espacio vectorial R?, el vector v = (5, —18, —6) es combinacién
lineal de vi = (1,2,3) y vo = (0,4,3), ya que se puede escribir como

(5,—-18,—6) =_5 (1,2,3)+(—7)(0,4,3).
N——— \/\/R/—/ NEANN a2
v 1 Vi A2 V2
o
v Ejemplo 10. En el espacio vectorial Ro[z], el polinomio p(z) = 222 + 2 + 3 es
combinacién lineal de py(z) = 22 +z y pa(x) = z — 3, ya que se puede escribir como
20 + o +3=2(z*+2) — (z - 3).

b

Definicién 5.12. Se considera una familia {vi,...,v,} de vectores del espacio
vectorial real V. El conjunto de todas las combinaciones lineales de vi,...,v,
es un subespacio vectorial de V', denominado clausura lineal de la familia, y
denotado por L(vy,...,v;) 0 {vy, ..., V)

L(vi,....,vp) ={(vi,...,vi) ={Avi+-+ AV, [ N ER, i=1,...,7}.

Observacién. La clausura lineal es el menor subespacio vectorial que contiene a la
familia de vectores {vy,...,v,}, de ahi el nombre de clausura.

v Ejemplo 11. La clausura lineal de los vectores (1,0) y (0,1) es:
<(170)7 (07 1>> = {)‘1(170) + )‘2<07 1) | Ai € R} = {<)‘17/\2) | Ai € R} = RQ'
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Definicion 5.13. Sea S un subespacio vectorial del espacio vectorial real V. Se
considera una familia de vectores {vy,...,v,} de S. Se dice que la familia anterior
de vectores genera el subespacio S o es un sistema generador de S si:

S =(vi,..., V),

es decir, todo elemento de S se puede escribir como combinacién lineal de los
vectores {vi,...,v,.}:

Vs e S, d\,..., A\ € R talesque s= A\vi+ -+ AV,

V' Ejemplo 12. El conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera todo R3, ya que
cualquier elemento (z1,x2,x3) € R3 se puede escribir como:

<m17x27x3) = 33'1(1,0,0) + ,’,UQ(O, 170> + 1’3(0,0, 1)

i

. . . 10 0 1 00 0 0
v Ejemplo 13. El conjunto de matrices {(0 0) , (0 O) , (1 0) , <O 1)} es

un sistema generador de Maty(R), ya que cualquier matriz A € Maty(R) se puede
escribir como:

== )16 D)o 6 )

V" Ejemplo 14. El conjunto {r?, 2} es un sistema generador del subespacio S del
Ejemplo 5 dado por S = {p(z) € Ry[z]|p(0) = 0} = {ax? + bx|a,b € R}, ya que
cualquier polinomio p(x) € S se puede escribir como:

Lo

p(x) = ax? + bx = a (2?) + b (x).

o
Definicion 5.14. Sea V un espacio vectorial real. Se dice que los vectores
Vi,...,Vp, € V son linealmente independientes (o libres) si la tnica ma-
nera de expresar el vector nulo como combinacién lineal de vy, ..., v, es la trivial,
es decir,
AVt AV =0 = A==\, =0

Los vectores vi,...,v, € V son linealmente dependientes (o ligados) si
son linealmente independientes, es decir, existen Aq,..., A\, € R no todos nulos
tales que

AVy+ -+ AV, =0. (5.1)

Las siguientes propiedades ayudan a establecer la dependencia o independencia
lineal de una familia de vectores.



140

Espacios Vectoriales Reales

Propiedades. Dado un espacio vectorial real V' se tiene:

1.

2.

Cualquier familia de vectores que contenga al vector nulo es ligada.
El conjunto formado por un unico vector {v} es libre si y solo si v # 0.

Dos vectores u y v de V son linealmente dependientes si y solo si uno de ellos
es multiplo escalar del otro, es decir, si y solo si son proporcionales.

. La familia {v1,...,v,} de vectores de V es ligada si y solo si existe un vector

v; que depende linealmente del resto.

Si el vector w € V depende linealmente de la familia de vectores de V,
{Vi,..., v, }, entonces (w,vy,...,v,) = (Vi,..., V).

Observacion. El estudio de la dependencia lineal de una familia de vectores se
traduce en la discusién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo. Si el sistema
es compatible determinado, entonces la familia de vectores es libre; si por el contrario
el sistema es compatible indeterminado, la familia de vectores es ligada y la resolucién
del sistema proporciona combinaciones lineales explicitas entre los vectores.

Caso particular V = R"

En el caso de que el espacio vectorial sea V' = R", dada una familia de vectores
F ={vi,...,v,} se pueden estudiar las relaciones en dicha familia mediante el uso
de matrices aplicando el método de eliminacién gaussiana.

= Para decidir si un vector v € R pertenece a la clausura lineal de una familia

libre F se hace uso del siguiente resultado:

Vi
Vi
VE(V],...,V,) <18 =r1g
—— v,
familia libre Vi
v

= Para estudiar la dependencia o independencia lineal de la familia F se utiliza:

Vi

Vi,...,Vy € R” son libres <= rg(vi| - -|v,)=r < rg| : | =r

Vi

Elvalor k = rg(v1|---|v,) < rindica el nimero maximo de vectores linealmen-
te independientes de la familia {vq,--- ,v,}. Del resultado anterior se deduce
que toda familia escalonada de vectores de R™ es libre.
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Si se consideran los vectores de R™, vi = (v11,...,V1n),--+y Vo = (Up1y. -+, Upn),
la expresién (5.1) se puede desarrollar como:
/\1(’[)11,. . .,’l)1n) + -+ )\r(vrl,. . ~,'Urn) = (0,. . .,0),

dando lugar al siguiente sistema de ecuaciones, igualando componente a componente:

AMoir + o+ A =0 Uil |t | vl A1 0
: — [ ] =1
)\lvln + -+ Arvrn =0 Uln | " | Urn )\r 0
~— ~—
Vi Vi
N——— —
A
El teorema de Rouché-Frobenius asegura que la tnica solucién del sistema ho-
mogéneo anterior es la trivial (A1,...,A.) = (0,...,0) si y solo si el rango de la ma-
triz de coeficientes A es r (nimero de vectores), en cuyo caso los vectores vi,..., v,

son linealmente independientes. De este modo el problema se reduce a estudiar el
cardcter del sistema de ecuaciones (compatible determinado o indeterminado) que
depende del rango de la matriz de coeficientes A (que coincide con el rango de A?).

v Ejemplo 15. En el espacio vectorial R3, se consideran los vectores vi = (1,1, 2),
vy =(-1,0,—1)y v=1(2,—1,a).

» Estudiar si el vector v pertenece a la clausura lineal de F = {vy, va}, depen-
diendo de los valores del parametro a € R.

» Para los casos en que v € (vy,Vvy), encontrar una dependencia lineal explicita
entre los vectores.

Solucién: En primer lugar se observa que los vectores de F son linealmente inde-

. . vy
pendientes por no ser proporcionales, por lo que rg <v) = 2.
2

= Es necesario estudiar el rango de la matriz formada por los tres vectores:

Vi 1 1 2 1 1 2 11 2
vo|l=-1 0 —-1]—1]0 1 1 — 10 1 1
v 2 -1 a 0 -3 a—4 0 0 a—1

Se sigue que el rango de la matriz anterior es 2 si y solo si a = 1, lo que indica
que v € (vy,vy) siysolosia=1.

= Para el valor a = 1, se busca una dependencia lineal del tipo

AMvi+dvo=v = A(1,1,2) + A(—1,0,—-1) = (2,-1,1),
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para lo cual es necesario resolver el siguiente sistema, de variables A1 y Ag:

M-l = 2 1 -1 \
M\ = -1 = 1 0 </\1>:
2 — XA = 1 2 -1 2
—~
Vi Vo

Calculando una forma escalonada, el sistema es equivalente a este otro:

1 -1 2
0 1 (il>: 3] = {Al_iQ _ _23
0 0 2 0 S
La tnica solucién es A\; = —1, Ay = =3, y por tanto v = —v; — 3vs. Se

podria haber iniciado el ejercicio buscando una relacién més general del tipo
A1V1 + Aavo + A3v = 0.

5.5. BASES Y DIMENSION

El concepto de base de un espacio vectorial V' es uno de los méas importantes
de este capitulo. Se trata de encontrar conjuntos de vectores que generen el espa-
cio V y sean linealmente independientes. Es decir, se buscan familias de vectores
que conteniendo el menor niimero de elementos posible permitan reconstruir todo el
espacio.

Recordar que un subespacio vectorial es un espacio vectorial que esta dentro de
otro, de modo que todo lo que en este apartado se diga para espacios vectoriales es
valido también para subespacios.

Definicién 5.15. Sea V un espacio vectorial real y B = {uy,...,u,} una familia
de vectores de V. Se dice que B es una base de V si:

= Los vectores uy,...,u, son linealmente independientes.

» El conjunto B es un sistema generador de V, es decir, V = (uy,...,u,).

Observacidn. Si el espacio vectorial V es el espacio nulo, V' = {0}, entonces la
base es el conjunto vacio, B = 0.

Notacién. Sea un espacio vectorial V' # {0}. Dados los vectores uy,...,u, € V:

= Para expresar que dichos vectores forman una base de V, estos se escriben
entre llaves de la siguiente manera:

Base de V =By = {uy,...,u,}.
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= Para expresar que el espacio V estda generado por los vectores u;, estos se
escriben entre dngulos:
V= <u1,...,un>.

Observar que la diferencia reside en que la base es un conjunto finito formado
Unicamente por los n vectores u;, mientras que en el segundo caso estan ademas todas
sus combinaciones lineales, obteniéndose el espacio vectorial V', que tiene infinitos
elementos.

v Ejemplo 16. Los espacios vectoriales con los que habitualmente se trabaja
(R™, Mat,, (R),R,[z]) tienen una base destacada, que es la que se considera salvo
que se indique lo contrario. Esta base se denomina base candnica.

» El conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es la base canénica de R3. De modo
andlogo se considera la base candnica de R", {e1,eq,...,e,}, siendo

e;=(0,...,0,1,0,...,0).
» La base candnica del espacio de matrices cuadradas 2 x 2 reales, Mata(R) es:

1o o) @ a)-( )60

En general para el espacio Maty, ., (R) la base canénicaes {E;j,i =1,...,n, j =
1,...,m}, donde

posicién ij

» La base canénica del espacio R,[z] es {1,z,22,...,2"} o bien cambiando el
orden {z",..., 2% x,1}.

<

v Ejemplo 17. Una base del espacio R[z] es {1,z,22,...,2",...}. En este caso la
base tiene infinitos elementos. En este texto no se consideran espacios de este tipo.
o

Uno de los problemas maés habituales del Algebra Lineal consiste en hallar una
base de un subespacio vectorial, estudiando la independencia lineal de un sistema
generador del mismo. En el caso de que el espacio esté presentado mediante ecua-
ciones implicitas, para hallar un sistema generador es necesario resolver el sistema
de ecuaciones lineales que definen el subespacio. El siguiente ejemplo muestra como
proceder en este ultimo caso:
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v Ejemplo 18. Encontrar una base del subespacio de R%:

S - {(x17x27x37x4)

1+ a9 —4x3+ 2204 =0
-1+ 20+ 203 —4x4, =0 [’

Solucién: Para resolver el sistema de ecuaciones se extrae la matriz de coeficientes
y se aplica el método de Gauss-Jordan:

1 1 —4 2 1] o -3 3
(—11 2 —4>H"'H< 0 [1] -1 —1)'

El rango de la matriz es 2 < 4 (= ntimero de incégnitas) y por tanto el sistema
es compatible indeterminado con dos pardmetros libres. Se reconstruye el sistema
de ecuaciones y se resuelve tomando x3 y x4 como parametros libres:

{$1—3.’E3+3.’E4—0 {xl = 3x3 — 314
—

o —x3—x4 =0 To = X3 + X4.

Se sustituyen las componentes z; y x2 del vector genérico de .S, obteniéndose la
expresion paramétrica del subespacio:

S = {(3173 — 324,23 + :E4,$3,£L‘4) | r3, T4 € R}.

Sacando los pardmetros x3 y x4 factor comtn, se obtiene la expresién de S como
clausura lineal de dos vectores:

S ={x3(3,1,1,0) + 24(—3,1,0,1) | z3, 24 € R} = ((3,1,1,0),(-3,1,0,1)).
—_———— ———

S1 s2

Los vectores {s1,s2} son un sistema generador de S y ademds son linealmente
independientes por no ser proporcionales, por tanto, se puede concluir que forman

una base de S:
BS = {(3717 170)7(73717071)}

o

V' Ejemplo 19. Es ficil comprobar que la familia F = {(—3,1,0),(2,0,1)} es
una base del subespacio vectorial S = {(x1,72,23) € R3 | 21 + 329 — 223 = 0}
del Ejemplo 3. Efectivamente, en primer lugar se observa que los elementos de la
familia pertenecen al subespacio S. Aprovechando los calculos ya realizados, S =
{(=3a + 28, a,p)|a, B € R}. Un vector genérico se puede escribir en combinacién
lineal de (—3,1,0) y (2,0, 1) como:

(=3a+28,a,8) = (—3a,a,0) + (26,0,8) = a(—3,1,0) + (2,0, 1).

La familia F es por tanto generadora de S y ademads, por ser libre, es base.
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5.5.1. TEOREMAS DE CARACTERIZACION DE BASES. DIMENSION

Se presentan a continuacién una serie de resultados tedricos que facilitan la
obtencién de bases.

Teorema 5.16. Sea V un espacio vectorial real, y sea B = {uy,...,u,} una familia
de vectores de V. La familia B es una base de V si y solo si todo vector v € V se
puede escribir de modo tnico como combinacion lineal de uq, ..., u,.

Teorema 5.17. Sea V' # {0} un espacio vectorial real generado por un nimero
finito de elementos. Todo sistema generador de V' contiene una base de V.

La idea de la demostracion es sencilla. Se parte de un sistema generador finito
G de V. Si G es ademas un conjunto linealmente independiente, entonces G es una
base y se ha terminado. En caso contrario hay que eliminar vectores del sistema
generador hasta obtener un conjunto linealmente independiente, que serd una base
del espacio vectorial dado.

v Ejemplo 20. En R? se considera la siguiente familia de vectores:
G={(1,1,2),(-1,0,-1),(2,—-1,1),(0,1,1),(2,-1,2)}.

Encontrar una base del espacio S generado por los vectores de G.

Solucién: La familia es generadora por definicién, por tanto, para hallar una ba-
se basta eliminar los vectores linealmente dependientes. Aplicando el método de
eliminacién gaussiana a la matriz cuyas filas son los vectores dados:

1 1 2 1 1 2 11 2
-1 0 -1 0 1 1 011
2 -1 1|1 —=10 -3 -3|—=10 00
0 1 1 0 1 1 0 00
2 -1 2 0 -3 -2 0 01

se observa que las filas 3 y 4 de la matriz anterior se han convertido en 0 tras dicho
proceso, lo que quiere decir que el tercer y cuarto vector de G son combinacion lineal
de los restantes, de modo que se pueden eliminar del sistema generador. Asf:

S=1((1,1,2),(-1,0,-1),(2,—1,2)).
Si se quiere expresar la base hay que escribir los vectores entre llaves,
Bs ={(1,1,2),(-1,0,-1),(2,-1,2)}.

Se podrian tomar también los vectores del paso final de la eliminacién gaussiana.
De este modo, S = ((1,1,2),(0,1,1),(0,0,1)), dando lugar a la base escalonada

{(1,1,2),(0,1,1),(0,0,1)}.
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Un resultado fundamental del Algebra Lineal es el siguiente:

Teorema 5.18. Sea V' # {0} un espacio vectorial real finitamente generado. En-
tonces todas las bases de V' tienen el mismo nimero de elementos.

Debido al teorema anterior se puede enunciar el siguiente concepto.

Definicion 5.19. La dimensién de un espacio vectorial real V finitamente ge-
nerado, dim V', es el niimero de elementos que tiene una cualquiera de sus bases.

v Ejemplo 21.

» La dimensién de R? es 3, ya que la base {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} de R3 tiene
tres elementos.

= Kl subespacio vectorial S del Ejemplo 18 tiene dimensién 2 pues el conjunto
{(3,1,1,0),(—3,1,0,1)} es una base de ese subespacio. R

Se indican a continuacién las dimensiones de algunos espacios vectoriales con los
que se trabaja habitualmente.

v Ejemplo 22. Al considerar las bases candnicas se deduce que:
s dimR™ = n.
o dim(Maty,xm(R)) =n-m.

» dimR,[z] =n+ 1. R

En adelante el texto se centra en espacios vectoriales reales de dimensién finita.

Proposicion 5.20. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita, dim V = n.
Si S es un subespacio vectorial de V', entonces 0 < dim .S < n. Ademaés:

s dimS=n<= S=V.
» dimS =0 < S={0}.
Observacién. En general, si S = {x € R™ | Ax = 0}, entonces, dim S =n —rg A.

La dimension de un espacio vectorial impone restricciones sobre el tamano que
pueden tener los conjuntos linealmente independientes y los sistemas generadores de
ese espacio.

Proposiciéon 5.21. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita dim V' = n.
Sea F = {vy,..., v} una familia de vectores de V. Se tiene:

1. Si F es un sistema generador de V', entonces k > dimV = n. Es decir, todo
sistema generador de V tiene al menos n vectores.
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2. Si F es linealmente independiente, entonces k£ < dimV = n. Es decir, to-
da familia de vectores linealmente independientes de V' tiene como mucho n
vectores.

3. Si F es un sistema generador y k = dim V' = n, entonces F es una base de V.

4. Si F es linealmente independiente y kK = dim V' = n, entonces F es una base
de V.

v Ejemplo 23. Se presentan algunos ejemplos que facilitan la comprension de los
resultados anteriores.

» El conjunto F = {(1,0,1),(0,0,2)} no puede generar R? ya que dimR3 = 3 y
para generar un espacio de dimensién 3 se necesitan como minimo 3 vectores.

» En R? el conjunto F = {(1,0), (0,2), (1,4)} es linealmente dependiente, puesto
que el nimero de elementos de F supera la dimensién del espacio total que
es 2.

» El conjunto F = {(1,5),(2,4)} es una base de R? ya que son vectores lineal-
mente independientes por no ser proporcionales y el niimero de elementos de F

coincide con dimR2 = 2. o

Las familias linealmente independientes se pueden completar hasta obtener bases
del espacio que las contiene, como indica el siguiente teorema.

Teorema 5.22 (Teorema de la base incompleta). Sea V' # {0} un espacio vectorial
real de dimensién finita n, dim V' = n. Toda familia linealmente independiente de
vectores de V' se puede completar hasta obtener una base de V.

Dado un conjunto de vectores de V' linealmente independiente que no lleguen
a generar todo V, la idea es ir anadiendo vectores de V' a los dados, manteniendo
el caracter libre de la familia, hasta conseguir tantos vectores linealmente indepen-
dientes como dim V. Observar que todos ellos generan V' por la Proposicién 5.21.
El resultado anterior se puede aplicar también a subespacios vectoriales, con la pre-
caucién de que los vectores que se anaden han de pertenecer al subespacio.

v Ejemplo 24. En el espacio vectorial R’ se considera el subespacio
S = {(z1,22,0,24,25) | 1,22, 24,25 € R}.
Completar la familia {(1,1,0,3,4),(1,2,0,2,4)} C S, hasta una base de S.
Solucién: El subespacio S tiene dimension 4, ya que una base de S es el conjunto:
Bs =1{(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}.

Los vectores {(1,1,0,3,4),(1,2,0,2,4)} son linealmente independientes por no
ser proporcionales. Si se aniaden los vectores {(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} a los ante-
riores, se puede comprobar facilmente que la familia 5 es una base de S,

B=1{(1,1,0,3,4),(1,2,0,2,4),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)}.



148 Espacios Vectoriales Reales

= Son linealmente independientes pues la matriz que forman tiene rango 4:

110 3 4 110 3 4
1 20 2 4| Pu(-1) (O 1 0 -1 O
00010 000 1 0
00001 000 0 1

= Por el apartado 4 de la Proposicion 5.21 se sabe que 4 vectores linealmente
independientes en un espacio de dimensién 4 son base. Con esto se evita de-
mostrar que la familia es generadora. No obstante, para probar que B es un
sistema generador de S habria que expresar un vector cualquiera de S como
combinacién lineal de los vectores de la familia, resolviendo el siguiente sistema
de ecuaciones, de incégnitas «, 8,7 y A:

(m17 xz? 07 x47m5) = a(17 17 07 37 4)+6(17 27 07 27 4)—’_7(07 07 07 17 0)+)\(07 07 07 07 1)7

cuya solucién es: a = 2x1—x9, f = vo—x1, ¥ = —4x1+To+ T4, A = —4dx1+25.
o

5.6. OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES

Sean S1, ..., .S, subespacios vectoriales de un espacio vectorial real V' de dimen-
sién finita. Se dedica este apartado al estudio de nuevos subespacios que surgen al
operar con los dados.

5.6.1. INTERSECCION DE SUBESPACIOS

Sean Si,..., S, subespacios vectoriales de V', entonces el subespacio intersec-
cion, denotado por S; N ---NS,, se define como:

Sin---NS,={veV|ves, Vi=1,...,r}

Proposicion 5.23. Dados los subespacios vectoriales de V', S1,. .., .S, el subespacio
interseccion S1N- - NS, es un subespacio vectorial de cada subespacio S;, ¢ =1,...,7,
por tanto,

dim(Slﬂ---ﬂSr)gdimSi, Vi=1,...,r.

En la préctica, si se conocen los subespacios Si,...,S,, y se quiere calcular el
subespacio S1 N ---N.S,, se deben buscar vectores que satisfagan las condiciones de
pertenencia a cada uno de los subespacios S1, ..., S;.

Dependiendo de la forma en que vengan dados los subespacios se actia de un
modo u otro. Por ejemplo, suponiendo que los subespacios estan dados mediante sus
ecuaciones implicitas, entonces el conjunto formado por las ecuaciones de Sy, ..., .S,
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da lugar a unas ecuaciones implicitas de Sy N ---N.S,.. Esto se debe a que un vector

estd en S N---NS,, es decir, estd al mismo tiempo en cada S; parai =1,...,r,
si y solo si verifica a la vez las ecuaciones implicitas de Sy, las de S3, ..., hasta las
de S;.

v' Ejemplo 25. Se consideran los subespacios vectoriales de R* dados mediante
sus ecuaciones implicitas

1 —x3=0

S1= {(561,3327963,964) Tyt zg =0

}, Sy = {(z1, 22, x3,24)| 1 + 24 =0} .

El subespacio interseccion estd dado por:

.731—333:0
S1NSy; = (xl,xg,acg,:m) o+ x4 =0
x1+x4=0

b

En caso de que se disponga de una base de cada uno de los subespacios, para
calcular un vector perteneciente al subespacio interseccion se construyen vectores
genéricos como combinacién lineal de cada una de las bases y se igualan las expre-
siones dos a dos. Se resuelven los sistemas de ecuaciones obtenidos como se muestra
en el siguiente ejemplo.

v Ejemplo 26. Hallar una base del subespacio interseccién S; N Sy siendo:
S1=1((1,3,2,-8),(0,1,-1,3)), S2=1{((1,5,0,-2)).

Solucién: Es inmediato comprobar los vectores que generan S; son linealmente
independientes, por lo que dimS; = 2 y dim Sy = 1. Por la Proposicién 5.23 se
deduce que dim(S; NSy) < 1.

Se considera un vector genérico de la interseccion, v € S N Se. Por una parte
v € 51, es decir, existen «, 8 € R tales que

v =0o(l,3,2,-8) + £(0,1, -1, 3).
Por otro lado, v € Sy, por lo que existe A € R tal que
v =X(1,5,0,-2).
Tgualando las dos expresiones de v
a(1,3,2,—-8) + 5(0,1,—1,3) = A(1,5,0,—2),

se obtiene el sistema:

«@ = A
3a+p = bA
2a0 — f3 =0

—8a+38 = —2A
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cuya solucion es o = A, f = 2. Asi, el vector v € §1 N Sy tiene la forma
v=XA(1,3,2,-8) +2X(0,1,-1,3) = (A, 5,0, —2X) = A(1,5,0, —2),

y se puede concluir que S1 NSy = ((1,5,0,—2)) = So, y por tanto, dim(S;NSs) = 1.

o
5.6.2. SUMA DE SUBESPACIOS
Sean S1,..., S, subespacios vectoriales del espacio vectorial real V', entonces el
subespacio suma, denotado por Si + - -+ + .5,, se define como:
Si+--+ S ={s1+-+s.|s5€8;, Vi=1,...,r}
Proposicion 5.24. Dados los subespacios vectoriales de V', S1,. .., .S,, el subespacio
suma S1+- - -+ 5, es un subespacio vectorial que contiene a todos los S;, i =1,...,r,

por tanto,
dim S; < dim(S; +---+5;), Vi=1,...,m

En la practica para hallar el subespacio suma S7+- - - +.5,, basta tomar una base
de cada subespacio S;, dado por la familia B; = {v;1, ..., Vis, }, y al juntar todas las
bases se obtiene un sistema generador de S; + --- + S,. Es decir,

S1+ -+ 8 = <V11,...,V151, ,Vrl,...7Vr5r>.

B1 By

A partir del sistema generador se consigue una base sin mas que eliminar los
vectores linealmente dependientes.

v Ejemplo 27. Hallar una base del subespacio suma S; + S siendo S; y S los
subespacios del Ejemplo 26.

Solucion: Un sistema generador del subespacio suma viene dado al juntar las bases
de S1 y So:
S1+ 52 =((1,3,2,-8),(0,1,—1,3),(1,5,0, —2)).
Para dar una base de la suma, es necesario estudiar la dependencia lineal de los
vectores anteriores:

13 2 -8\ /13 2 -8 /13 2 -8
01 -1 3|2 (o1 -1 322 (01 -1 3
15 0 -2 02 -3 6 00 0 0

Se sigue que dim(Sy + S2) =2y Bgs,+s, = {(1,3,2,-8),(0,1,—-1,3)}.
o

Se presenta un resultado importante del Algebra Lineal que relaciona las dimen-
siones de dos subespacios vectoriales cualesquiera, con las del subespacio suma y el
subespacio interseccion.
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Teorema 5.25 (Férmula de la dimensién). Sean Sy T dos subespacios vectoriales
de un espacio vectorial real V' de dimensién finita. Entonces se cumple:

|dim($ + T) = dim § + dim T — dim(S N 7) |

Este teorema, valido unicamente para dos subespacios, permite conocer la di-
mensién del subespacio suma (o interseccién) sin necesidad de hallarlo, conociendo
las dimensiones de cada subespacio y la del subespacio interseccién (o suma).

v' Ejemplo 28. Utilizando los datos del Ejemplo 26 calcular la dimensién del
subespacio suma S7 4 S2 sin hallarlo.

Solucién: Se sabe que dimS; = 2, dim Sy = 1, dim(S; N S2) = 1. Aplicando la
férmula de la dimensién, se deduce la dimensién del subespacio suma:

dim(51 + Sz) = dim S] + dim Sy — dim(Sl N Sg) =24+1—-1=2.

5.6.3. SUMA DIRECTA

Definicion 5.26. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y sean
S1,...,S- subespacios de V. La suma S7 + - -- + S, se dice suma directa, y se
escribe S1 @ --- D S, si cada vector v € S1 + - - - + S, se escribe de manera iUnica
como suma de elementos de cada subespacio

v=s81+---+s

cons;, €85;,i=1,...,r

V' Ejemplo 29. Se consideran los subespacios: S = {(0,x2,z3) | 22,23 € R} y
So = {(21,0,23) | 1,73 € R} de R3. Comprobar que S; + S2 no es suma directa.

Solucién: Se comprueba facilmente que el subespacio suma viene dado por:
S1+ Sy = {(a;l,xg,xg) | T1,T2,T3 € R} = R3.

El vector v = (1,1,0) € S1+ 52, y se puede expresar de varios modos como suma
de un vector de S7 y otro de So:

v =(1,1,0) =(0,1,0) +(1,0,0),
S—— =

€51 €52
v=(1,1,0)=(0,1,1)+(1,0,—1),
—_——  ——

€S €S2

por tanto, la suma S; + S5 no es directa.
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La comprobacion de que una suma es directa aplicando la definicién anterior no
siempre es facil. En la practica las propiedades siguientes pueden ayudar a realizar
dicha comprobacion.

Propiedades. Sean Sy, ..., S, subespacios vectoriales del espacio vectorial V.
= La suma S; + -+ S, es directa si y solo si el inico modo de escribir
O=s1+---+s, con s;€85;, i=1,...,r
es con todos los sumandos nulos, es decir, s; = --- = s, = 0.
» La suma de dos subespacios Sy, S2 de V es directa si y solo si S1 N 52 = {0}.
= Lasuma S+ .-+ 5, 7> 2, es directa si y solo si

o =51+ -+ 5._1 es directa.
o L+ S, es directa, es decir LN S, = {0}.

v Ejemplo 30. Es facil ver que los subespacios del Ejemplo 29 verifican
S1 NSy = {(0,0,583) ‘ r3 € ]R}.
Como S1 NSy # {0}, la suma de ambos no es directa.
Definiciéon 5.27. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Sean S y

T dos subespacios de V, verificando S @ T = V, entonces se dice que S y T son
subespacios vectoriales suplementarios.

v Ejemplo 31. Se consideran en R3 los subespacios vectoriales
S1={(0,z2,23) | x2,23 € R}, So={(x1,0,23) | 21,23 € R}, S3={(21,0,0) | 1 € R}.
Se comprueba ficilmente que:
= 51N S ={(0,0,23) | z3 € R}.
= S1NS35=1{(0,0,0)}.
= S9N S35 ={(x1,0,0) | z1 € R}.

Luego la suma S7 4+ S3 es directa, mientras que las sumas S1 + So y So 4+ S3 no
lo son. Ademés S; @ S3 = R? y por tanto S; y S3 son suplementarios.
o
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5.6.4. UNION DE SUBESPACIOS

Sean S1,..., .S, subespacios vectoriales del espacio vectorial real V', entonces se
define la unién, denotada por Sy U---U.S,., como:

S1U---US, ={s]|s €S, para algtin i}.

Observacion. La unién de subespacios vectoriales Sy U---US, no es en general un
subespacio vectorial, como se ve en el siguiente ejemplo:

v Ejemplo 32. Se considera el espacio vectorial R? con las operaciones habituales
y los subespacios de R?:

S1={(=,0) |z R}, S ={(0,y) |y R}
Se observa que 57 coincide con el eje OX y S con el eje OY. El conjunto unién
S1USy = {(I70)7 (an) ‘ T,y € R}

viene dado por los ejes coordenados. S; U S5 no es un subespacio vectorial ya que si
se consideran dos elementos de dicho conjunto, por ejemplo, s; = (1,0) y s2 = (0, 1),
el elemento suma s; + s2 = (1,1) no pertenece al conjunto unién, porque no es un
punto de ninguno de los dos ejes.

o

5.7. COORDENADAS RESPECTO DE UNA BASE

Sea V un espacio vectorial real de dimension finita n y B una base de V. Como
consecuencia del Teorema 5.16 todo elemento de V' se escribe de manera inica como
combinacién lineal de los elementos de B, lo que da pie a la siguiente definicién.

Definicion 5.28. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita, dim V' = n,

y B ={uy,...,u,} una base de V. Dado un vector v € V se llaman coordenadas
de v en la base B a la n-tupla vz = (A1,..., A,) € R™ que verifica
v =ANu+...+ A uy. (5.2)

Observacion. En el caso particular de trabajar con bases canoénicas, las coordena-
das de un vector son inmediatas de obtener:

= En R”, las coordenadas coinciden con el vector.
» En R,[z], las coordenadas son los coeficientes del polinomio.

» En Mat, xm(R), las coordenadas son los elementos de la matriz.
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Fijada una base, las coordenadas de un vector son uinicas, sin embargo si se con-
sideran bases distintas las coordenadas cambian. Posteriormente se vera la relacién
entre las coordenadas de un vector en distintas bases.

v Ejemplo 33. Hallar las coordenadas del vector v = (1,2,3) € R? respecto de
las bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y Ba = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,2)}. Hallar
el vector w de R? cuyas coordenadas respecto de la base By son wg, = (—1,0,1).

Solucién: Por ser B; la base canénica, las coordenadas de v en By son v, = (1,2, 3).
Para hallar las coordenadas de v en By hay que resolver el sistema

a=1 a=1
(1,2,3) = «(1,1,1)4+6(0,1,0)+A(0,0,2), = a+B=2 — 8=1
a+2\=3 A=1.

La solucién proporciona las coordenadas de v en la base Ba, v, = (1,1,1). Para
construir el vector w basta multiplicar cada coordenada por el vector correspondiente
de la base.

w=-1(1,1,1)+0(0,1,0) +1(0,0,2) = (=1, —1,1).
<&

v Ejemplo 34. Hallar las coordenadas del polinomio p(z) = 1 + 2z + 322 € Ro[x]
respecto de las bases By = {1,z,2%} y By = {1 + = + 22, 2, 22%}.

Solucién: Por ser B; la base candnica de Ro[z], las coordenadas de p(z) en B; son
p(z)B, = (1,2,3). Para hallar las coordenadas de p(z) en Bz hay que resolver:

a=1 a=1
14224322 = a(1+x+22)+B(x)+A(222), = a+p=2 = g=1
a+2X=3 A=1.

La solucién proporciona las coordenadas de p(x) en la base Ba, p(z)s, = (1,1,1).
o

v' Ejemplo 35. Sea el subespacio S = {(z1,72,23) € R | 21 + 3x2 — 223 = 0} de
R3, v Bs = {(—3,1,0),(2,0,1)} una base de S. Calcular las coordenadas del vector
v=(1,-5-7)€S8.

Solucién: Para hallar las coordenadas de v respecto de la base Bg basta encontrar
A1, A2 € R tales que

=3 +2\=1
A1(=3,1,0) + X2(2,0,1) = (1, -5,-7) = Al =-5
Ay = —T.

De donde se sigue que vg = (—5,—7) € R2. Se observa que las coordenadas son
una 2-tupla, ya que dim S = 2.
o
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La siguiente definicién permite relacionar cualquier espacio vectorial de dimen-
sién n con el espacio R™.

Definicion 5.29. Considerar un espacio vectorial real de dimensién finita n
(V,4+,-) y R™ con sus operaciones habituales. Dada una base B de V', la aplicacién

Cg:V — R”
v = Ca(v)=ve=(A1...,\n)

que a cada vector v de V' le asocia sus coordenadas en la base B, se llama apli-
cacién coordenada relativa a la base B.

La aplicacion coordenada posee las siguientes propiedades:
Propiedades.

1. Cp es biyectiva.

2. Vu,veV = Cg(u+v)=_Cg(u) +Cp(v).

3. VAER, veV = Cg(Av) = ACg(V).

Como consecuencia de las propiedades anteriores se verifica que:

= Las coordenadas del vector nulo es la n-tupla nula sea cual sea la base elegida,
05 =(0,...,0) € R™.

= La aplicacién coordenada Cp conserva las combinaciones lineales, el caracter
ligado o libre de una familia de vectores y por tanto las dimensiones de los
subespacios. En particular dada una familia de vectores de V:

{vi,...,vy}eslibre <= {(vi)s,...,(v,)B} es libre.

A partir de ahora siempre que se tenga un espacio vectorial V' de dimensién
finita n, se puede identificar con (R™, +,-) con sus operaciones habituales,
trabajando en coordenadas.

v Ejemplo 36. Probar, utilizando la aplicacién coordenada, que el conjunto de
vectores C = {1,1+ x,1 + 22} es una base del espacio vectorial Ry|[x].

Solucién: Como dim Re[x] = 3, aplicando la Proposicién 5.21 basta comprobar que
los vectores de C son linealmente independientes. Considerando la base de Ra[x],
B = {1, z, 2%}, las coordenadas de los vectores de C son:

15=(1,0,0), (1+z)s=(1,1,0), (1+2z%)ps=(1,0,1).

Aplicando el método de Gauss a la matriz que tiene por filas las coordenadas
anteriores se observa que los vectores son independientes, y por tanto los polinomios

de C son una base de Ry[x].
o
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5.8. CAMBIO DE COORDENADAS

Como ya se ha dicho anteriormente las coordenadas de un vector no son tnicas,
puesto que dependen de la base escogida. Se presenta a continuacién la relacién de
las coordenadas de un vector en distintas bases.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita n. Se consideran las bases
By = {uy,...,un} y Bo = {vy,...,v,} de V. Entonces, dado un vector v € V
existen \;,B; € R, i =1,...,n, tales que:

VB, = (/\1’"'7)%) Yy VB, = (517~-~aﬁn),

es decir,
ug
v=XAu +Auw A= (A0 0 M) [ ]
Uy,
Vi
v=01vi+Bavat ...+ Bavn=(B1 - Bn)
Vn

Se pretende estudiar la relacién que existe entre las coordenadas del vector v
en ambas bases. Para ello, se empieza relacionando las dos bases, por ejemplo ex-
presando los vectores de la base By como combinacién lineal de los vectores de la
base B;.

Vi =p1iug + -+ Ppily,
V2 = pi2ug + - + Pp2Up,

Vip = PipUl + - + PppUp.

Es decir, v; = pjus +- - - +ppjuy, Vi =1,...,n, o equivalentemente trabajando
en coordenadas, (vj)p, = (p1j,-..,Pnj) € R, j =1,...,n, que en forma matricial
se puede expresar como:

Vi b1 .- Pnl up
Vi Pin .-+ Pnn uy
22 base Q 12 base

Nota. Observar que en las matrices anteriores v; y u; son vectores y p;; coordena-
das. Se estd utilizando notacién de matrices por bloques, donde cada vector es un
bloque fila.
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La matriz ) anterior relaciona bases, pero el objetivo es relacionar coordenadas.
Se sabe que

uj Vi uj

V:()\l /\n) : :(51 /3n) : :(51 Bn)Q

U, Vn un,

Como las coordenadas de un vector respecto de una base, en este caso By, son
Unicas se tiene que

()\1 )\n):(ﬁl Bn)Q

o trasponiendo la expresién

t t
(M M) =B B)QI=Q (B e Ba)
y llamando P = Q!
A1 B
L =r|:
>\TL /B’I'L
Escribiendo los valores de la matriz P se observa que las columnas de dicha
matriz son las coordenadas de los vectores de la base By con respecto a la base B:

(vi)B, (vn)B,
~~ A~

A1 P11 |+ | Pin b1
: = . = VB = P VB2
)\n Pn1 | | Pon Bn
———
VB, P VB,

La matriz P se llama matriz de cambio de coordenadas y se puede denotar
por Pg, 5,, donde se hace referencia a que la base Bs se ha expresado en funcién de
Bi. Se trata de una matriz regular, cuya inversa es sz 1181 = Pg, B,, es decir, es la
matriz de cambio de coordenadas tomando las bases en orden cambiado, y ademas
verifica

pt. VB, = VB,-

La relacién entre vg, y v, se hace mediante P o P!, calculando en cada ejer-
cicio la matriz que resulte mas sencilla, o bien resolviendo un sistema de ecuaciones.

En paginas anteriores se propuso el siguiente ejercicio que ahora se va a resolver
usando la matriz del cambio de coordenadas.

v Ejemplo 37. Hallar las coordenadas del vector v = (1,2,3) € R? respecto de
las bases B; = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} y Bo = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,2)}.

Solucidn: Es ficil observar que las coordenadas de v en la base B; coinciden con
sus componentes por ser la base candnica, es decir vg, = (1,2, 3), y por lo mismo es
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mas sencillo poner la segunda base en funcién de la primera, de modo que la matriz
del cambio de coordenadas se construye sin mas que escribir los vectores de By en
columnas:

o = O

1 0
Pg,p = |1 0
1 2

Para hallar v, se puede resolver un sistema de ecuaciones
vp, =P vg,,

o bien calcular una inversa:
1

v, =P -vp,
obteniéndose v, = (1,1,1).
o

Observacion. Cuando el espacio vectorial V' = R™ se puede seguir el siguiente
esquema para calcular la matriz de cambio de coordenadas, que corresponde a la
resolucién simultanea de n sistemas de ecuaciones con n incognitas:

Op. elementales
) — (

(Bl|82 In|P32,31)

Esto es vélido en general cuando V es un espacio vectorial cualquiera. Basta
entonces considerar las coordenadas de los vectores de las bases By y By en la base
canonica de V.

v Ejemplo 38. Dadas las bases de R3
By ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y By={(1,-1,0),(1,0,—1),(1,0,0)},

calcular la matriz de cambio Pg, 5, .

Solucién: Aplicando la observacién anterior se resuelven varios sistemas de ecua-
ciones simultdneamente usando el método de Gauss:

11 0|1 1 1 1 0 0] 0 1 12
101}j-1 0 0| —]01O0]|1 0 12
0110 —-120 0 0 1|-1 -1 -1

Se obtienen los vectores de la base By en funcion de los de la base By, de modo
que la matriz de cambio de coordenadas es

0 1 1
PBQ,Blz 1 0 1/2
-1 -1 -1/
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5.9. APLICACIONES: ESPACIOS DE FILAS Y COLUMNAS
DE UNA MATRIZ

Se proponen en esta seccidn algunos ejemplos de subespacios vectoriales que son
de utilidad en el desarrollo del texto. Se considera una matriz A € Mat,, ., (R):

aixz a2 - A1m

a1 a2 -+ G2m
A=

anl  Gp2 -+ Apm

Recordando la descomposicién en bloques, la matriz A se puede separar en filas

aiy aiz -+ i 51
asy az - A, 1
A= ) . . = |
Gpl QAp2 - OGpm 1,
donde cada fila 1; = (ail iy - aim) € R™. O bien en columnas:
ajl | a2 | -+ | Gim
a1 | a2 | -+ | G2m
A= | |, . = (cilea] - lem)
anl | Gp2 | = - Anm
alj
azj n
donde cada columna c; = . € R™.
anj

Definicién 5.30. Sea la matriz A € Mat,x,(R). Las filas de A generan un
subespacio vectorial de R™ denominado espacio de filas de A

e. filas A= (13,15,...,1,).

Las columnas de A generan un subespacio vectorial de R™ denominado espacio

de columnas de A
e. col. A= {(cy,cay...,Cnm).

Proposicién 5.31. Dada la matriz A € Mat,x,(R), si tras aplicar una secuencia
de operaciones elementales por filas se obtiene la matriz B € Mat,, x,,(R), entonces
los espacios generados por las filas de A y B son iguales, es decir,

e. filas A = e. filas B.
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Proposicién 5.32. Dada la matriz A € Mat, «.,(R), la dimensién del espacio de
filas de la matriz A es el rango de dicha matriz A. La dimensién del espacio de
columnas de la matriz A es también el rango de dicha matriz A.

Observar que los espacios generados por las filas y las columnas de una matriz A
tienen la misma dimensién, aunque son subespacios de espacios vectoriales distintos
(el de filas es subespacio de R™ y el de columnas de R"™).

Observar también que tras aplicar operaciones elementales por filas solo se man-
tiene el espacio de filas y no el de columnas, por tanto, para dar una base del espacio
de filas basta tomar las filas no nulas que se obtienen tras aplicar el método de Gauss
a la matriz A. Este procedimiento es 1til también para encontrar sistemas generado-
res y bases escalonadas. Si lo que se quiere dar es una base del espacio de columnas
se toman tantas columnas linealmente independientes de la matriz inicial A como
indique rg A.

v Ejemplo 39. Calcular una base y la dimensién del espacio de filas y del espacio
de columnas de
0 2 -6 -2 4
A=10 -1 3 3 2
0 -1 3 7 10

Solucidn: Se aplica el método de eliminacién gaussiana para hallar rg A:

0 2 -6 -2 4 0o 1 -3 -1 2
A=l0 -1 3 3 2|—— |0 -1 3 3 2| ——

0 -1 3 7 10/ P \o -1 3 7 10/ P

01 =3 -1 2 01
00 0 2 4|]—=1]0 o0 -
00 o0 6 12/ 26 \o o o 6 12) ™9

01 -3 -1 2

00 0 1 2

00 0 0 0

Como rg A = 2, la dimensién de ambos espacios es 2. Una base del espacio de
filas de A puede ser:

= B.

Bﬁlas = {(07 17 _37 _17 2)7 (07 07 07 17 2)}
o bien las correspondientes filas iniciales de A,
Bﬁlas = {(07 27 *67 727 4)7 (07 717 37 37 2)}

La base del espacio de columnas de A la forman dos columnas linealmente inde-
pendientes de A, por ejemplo:

2 —2
Bcolurnnas = -1 s 3
-1 7
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5.10. COMANDOS DE wzMazima

» Introducir un vector de R™ como una lista de n elementos:

-=> v:[vl,v2,....,vn];

s También se puede introducir un vector como una matriz fila o columna:
-=> v:matrix([vl,v2,...,vn]);

-=> v:matrix([vi],[v2],...,[vnl);

= Calcular el niimero de componentes de un vector v:

-=> length(v);

= La suma de vectores se realiza con el comando “+”.
= Para multiplicar un escalar por un vector se utiliza el comando “*”.

= Calcular una base de un subespacio dado mediante ecuaciones implicitas, S =
{xeR" | Ax = 0}:

- nullspace(A);

s Calcular una base del espacio de columnas de A:

- columnspace (A) ;

= Calcular una base del espacio de filas de A:

- columnspace (transpose(4));

= Para estudiar la dependencia o independencia lineal de una familia de vecto-
res, hallar bases, dimensiones, comprobar si la suma de subespacios es direc-
ta, etc., se puede hacer uso de algunos comandos citados en otros capitulos:
“matrix”, “submatrix”, “addrow”, “rank”, “echelon”, “triangularize”,y
aquellos que se han aplicado anteriormente a la resolucién de sistemas de ecua-
ciones.
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5.11. EJERCICIOS PROPUESTOS

‘ Espacios vectoriales ‘

1. Comprobar que R? con las operaciones habituales es un espacio vectorial real.

2. Comprobar que R? con las siguientes operaciones es un espacio vectorial real:
(x,y) + (@ y)=(@+a",y+y' +1),  Ma,y) = Az, Ay +A-1).

Comprobar que se cumplen las propiedades de la pagina 130.

3. Considerar R® con la suma habitual. ;Con cudles de los siguientes productos por un
escalar es (R3, +,-) un espacio vectorial real?
a) Az,y,2) = (Az,y,A2).
b) Az,y,z) = (0,0,0).
c) Mz,y,2) = (2 2,20 y,2) 2).
4. Demostrar que el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes
reales Ry[z] es un espacio vectorial sobre R con las operaciones habituales entre poli-

nomios, mientras que el conjunto de polinomios de grado igual a 2 no es un espacio
vectorial.

5. Determinar cudles de los siguientes conjuntos, con las operaciones habituales entre
matrices, son espacios vectoriales reales:

a) El conjunto de matrices cuadradas no regulares.

b) El conjunto de matrices cuadradas diagonales.

‘ Subespacios vectoriales

6. Considerar el espacio vectorial R? con las operaciones habituales. Determinar si los
siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales:

a) S={(x,kz)|z eR, ke R}

b) §={(z,y)|x—y=0}

c) S={(z,y)|z=y-3}

d) §={(z,y) |z <y}

e) El conjunto de puntos de una recta que no pasa por el origen de coordenadas.

7. Considerar el espacio vectorial R® con las operaciones habituales. Determinar si los
siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales:

a) §={(z,y,1)|z,y €R}.

b) S = {(z,2,4) |2,y €R}.

c) S={(z,y,2) |z +2y —z =0}
d) §={(z,y,2)[2* +¢* = 2°}.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Considerar el espacio vectorial R* con las operaciones habituales. Determinar si los
siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales:

a) S:{(x,y,z,t)|y:z}.
b) S={(z,y,z2t)|z=z—t}.
c) S={(z,y,2,t) |20 +y=1}.

. Considerar el espacio vectorial R™. Determinar si los siguientes subconjuntos son subes-

pacios vectoriales:
a) S:{(xl,...,xn)|x1+...+xn :0}
b) S ={(x1,...,2n)|T1 4+ +x, =1}.

Sea V = Mat,, (R) el espacio vectorial de las matrices reales de orden n. Determinar si
los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de V:

a) S = {A € Mat, (R)|Aes simétrica}.
b) S ={A € Mat,(R)|Aes antisimétrica}.
c) S ={A e Mat,(R)|siA = (a;), a;;j =0Vi # j}.
Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales del espacio Ro[z]:

a) S = {p(x) € Ra[z]|p(0) = 0}.
b) S5 = {p(x) € Ry[z] [ p(z) = p(—2)}.
) §={p(x) € Ra[a]|p(2) = 1}.

’Dependencia e independencia lineal. Generadores

Estudiar la dependencia o independencia lineal de las siguientes familias de vectores de
R™. En caso de dependencia, encontrar una relacién entre los vectores.

a) {(1,-1,0), (3,2,—1), (3,5,—-2)} C R3.
b) {(1,1,1), (1,-1,1), (0,1,0)} C R3.
c) {(1,-1,1,-1), (2,0,1,0), (0,-2,1,—-2)} C R%.

Considerar el espacio vectorial Ro[z]. Determinar cudles de las siguientes familias de
vectores son linealmente independientes:

a) {22+ 1,2 +1, z}.
b) {22 —x+3, 222+ +5, 2% + 5z + 1}.

Considerar el espacio vectorial Mats(R). Estudiar la dependencia o independencia lineal
de la siguiente familia:

-1 0 1 -1 1 1 0 -1
0 —-1)’\-1 1/)’\1 1)7\-1 0 ’
;. Existe algin valor de v para el cual sean linealmente dependientes los vectores de R*:

a=(y,-1,0,1), b =(0,7,—1,1) y ¢ = (1,0,—1,2)? En caso afirmativo encontrar la
relacion de dependencia entre los vectores a,b y c.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Espacios Vectoriales Reales

Determinar el valor de A € R para que a = (3,1,—4,6), b =(1,1,4,4), ¢ = (1,0,4,\)
sean vectores linealmente dependientes en R%.

En cada uno de los siguientes casos determinar si w; y wy pertenecen o no a la clausura
lineal de {u, v}.

a) En R3: wy = (1,-1,2), wa = (3,1,-3),u= (1,1,1) y v = (0, 1, 3).
b) En Ryz]: wy =322 —2r -, woy=z,u=22+1lyv=ao+2.

1 3 1 —4 -1 21
c) EnMatg(R):W1:<_1 1>,W2:<5 3>,u:(2 1>YV:<1 0>'

Determinar v para que los vectores
32(778,4)7 b:(717270)7 c= (0:172)

satisfagan la condicién: (a, b, c) = (b,c).

Hallar v y 4/ para que el vector a = (1,4,,7’) pertenezca al subespacio vectorial de
R* generado por los vectores u = (1,2,-1,2) y v = (0,1,2,1).

Hallar v y v/ para que los vectores a = (—1,5,4) y b = (v, —2, —2) generen el mismo
subespacio vectorial de R3 que los vectores ¢ = (7/,3,2) y d = (5,1,0).

En el espacio vectorial R? se consideran los siguientes conjuntos de vectores:
A= {(17 5, 1)7 (27 1, 0)}7 C= {(17 5, 1)7 (27 1, 0)7 (17 0, 0)7 (07 0, 1)}

Probar que A es un conjunto linealmente independiente y que C es un sistema de
generadores de R3.

Sea V un espacio vectorial real y consideremos las siguientes familias de vectores de V:
Bl = {al,...7an}, 62 = {al,al +ag,..., a1 +a2+~-+an}.
Demostrar que:

a) Si Bj es una familia libre, entonces Bs es libre.

b) Si B; es un sistema generador de V, entonces By es un sistema generador de V.

’ Bases y dimension

Encontrar una base y la dimension de cada uno de los siguientes subespacios:

a) S={(a,b,c,d)|a+b=c—d}.
b) T ={(a,b,c)|2a—b+c=0,a+2b—c=0,a—3b+2c=0}.

) U= {(_“a Z) € Mats(R)|a,b € ]R}.
d) W ={p(z) € Re[z]|p(z) = p(—z)}.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Averiguar si los siguientes conjuntos son bases de Rs[x]:
a) {L,1+x,1+z+2%1+2+2%+23)
b) {1—a+22—231+z+2%+2% 2+ 32+ 422 + 523, 1 + 22},
En el espacio vectorial R* se consideran las siguientes familias de vectores:
a) F1={(1,-1,2,1),(2,-1,2,1),(0,1,—-1,-1)}.
b) F2={(2,-2,3,1),(-1,4,-6,-2),(1,2,-3,—1)}.
Completar cada familia F; hasta obtener una base de R%.

En el espacio vectorial R* se consideran los vectores
a= (3a27’775)7 b = (27_375’7)7 Cc= (07 1377/a7)'

Hallar v y 4’ para que la dimensién del subespacio generado por dichos vectores sea 2.
Hallar una base de dicho subespacio.

En el espacio vectorial R? se consideran los siguientes conjuntos de vectores:
A= {(17 5, 1)7 (27 1, 0)}7 C= {(17 5, ]-)7 (27 1, 0)7 (17 0, 0)7 (07 0, 1)}

Encontrar una base que contenga al conjunto A y esté contenida en el conjunto C.

Determinar el subconjunto S de R? caracterizado por la siguiente condicién:

. Ty -1 1
(z,y,2) € S <= la matriz <z ac) conmuta con ( 1 _1) .

Demostrar que S es un subespacio vectorial de R, hallar una base y la dimensién de
S y completarla hasta obtener una base de R3.

En el espacio vectorial R? se consideran los vectores:
a= (7717_2)7 b:(17772)7 CZ(Z’V?LO)

a) ;Para qué valores de v el conjunto {a, b, c} es base de R3?
b) ¢Existe algtin valor de « para el cual dim({a,b,c)) =17
c¢) Estudiar, en funcién de 7, los distintos valores que puede tener dim((a,b)).

Considerar el espacio vectorial R%. Sea S el subespacio generado por la solucién del
sistema homogéneo:

2l’1 —$2—3$3:0
T, — 2x9 4+ 623 — 624 = 0.
a) Hallar la dimensién y una base Bg del subespacio S.
b) Completar Bg hasta una base de R*.
Considerar el espacio vectorial de las matrices reales de orden n, Mat,,(R). Determinar
la dimensién de cada uno de los siguientes subespacios vectoriales:
a) El subespacio de las matrices diagonales.

b) El subespacio de las matrices triangulares superiores.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Espacios Vectoriales Reales

Coordenadas respecto de una base y cambio de coordenadas

Consideramos las siguientes bases del espacio vectorial R?:

By :{(1772)7 (37 74)} y B :{(173)7 (378)}'
a) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario (a,b) relativas a la base Bj.
b) Hallar una matriz de cambio de coordenadas entre las bases B y Bs.
¢) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario (a, ) relativas a la base Ba.

Sea B ={(1,0,1,3), (0,1,-1,0), (1,0,1,2), (=1,0,0,1)}. Probar que B es una base de
R*. Calcular las coordenadas de los siguientes vectores respecto de la base B:

u:(1707170)? V:(17171a1)3 W:(17717231)

Sean V un espacio vectorial real de dimensién 3 y B = {uy, uz,u3z} una base de V. Se
consideran los vectores de V' cuyas coordenadas respecto de B son:

a) a; = (2,3,5), a2 = (3,7,8), a3 = (1,—6,1), b = (7, =2, m).
b) a; = (4,4,3), as = (7,2,1), a3 = (4,1,6), b = (5,9,m).
c) a1 =(3,4,2), a3 = (6,8,7), b= (9,12, m).

En cada caso, hallar m para que el vector b sea combinacién lineal de los vectores a;.

Dado el subespacio vectorial de R3, S = {(x1,22,0)|z1,22 € R}, se consideran las
bases By = {(1,0,0), (1,1,0)} y B2 = {(2,3,0), (1,4,0)} de S. Encontrar la matriz del
cambio de coordenadas entre dichas bases. Dado el vector v = (1,2,0) € S, hallar sus
coordenadas en dichas bases usando la matriz anterior.

Se consideran dos bases del espacio vectorial R®: B = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}, y C
la base canénica. Se pide:

a) Hallar la matriz de cambio de coordenadas.

b) Calcular las coordenadas del vector v = (2,0, —3) en dichas bases utilizando la
matriz anterior.

Se consideran dos bases del espacio vectorial R3:
B ={(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)}, By ={(1,2,5), (0,1,0), (0,0,1)}.

Hallar la matriz del cambio de coordenadas. Dado el vector v = (1,1,1), calcular las
coordenadas de v en dichas bases utilizando la matriz anterior.

En el espacio vectorial Mats(R) se consideran las bases:

540 ) (o) 0 0) 6 9
=40 o) (o) G 6 )

Hallar las coordenadas del vector v = (_11 g € Maty(R) con respecto a las bases

anteriores usando la matriz de cambio de coordenadas.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Hallar las coordenadas del vector v € Ry[x] con respecto a la base B = {z?, z + 1, 3},
sabiendo que sus coordenadas en base canénica C = {z?, z, 1} son (2,1, —1).

Sea V un espacio vectorial real con dimV = 3 y B = {u,v,w} una base de V. Se
consideran los subespacios vectoriales S'y T' generados por los vectores que se indican:

S = (u+2v+3w,3u+6v+Tw),
T = (2u—-3v+w,3u—v+5w,u+2v+4w).

Hallar la dimensién de cada uno de ellos, una base contenida en el sistema de ge-
neradores dado y expresar los restantes vectores que generan los subespacios como
combinacién lineal de los vectores de la base obtenida.

’Operaciones con subespacios vectoriales

Se considera el espacio vectorial R*. En cada caso se consideran los subespacios vecto-
riales S'y T generados por:

Hallar una base y la dimension de S+7T y SNT.
Considerar en el espacio vectorial R* los subespacios S y T
S={1,-1,2,1),(0,1,-1,3),(2,0,1,-1))

21317.272731‘3:0 }

T = {(1'171'2751737334) 1 — 2y + 6s — Gy = 0

Calcular una base y la dimensiéon de S, T, S+T y SNT.
En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios siguientes:
S={(z,y,2) €R¥ |y—2=0}, T={(,0,2)€R®|z+2=0}
Probar que R® = S @ T.
En R?* se consideran los siguientes subespacios vectoriales:
S ={(v,y,z,t) eR* |z —y=2—1=0},
T={(z,y,2,t) eER* |z +y+z=0+2y+t=0}

a) ;Es S+ T directa?
b) ;Son Sy T suplementarios?

Se consideran en R* los subespacios vectoriales definidos por:

$1—$3:0

S = {($1,{E2,l‘3,([]4) To+ T4 = 0

}, T =((0,0,1,0)).

Calcular una base y la dimensién de S, T, S+ T y SNT. ;Son S y T suplementarios?
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46.

47.

48.

Espacios Vectoriales Reales

En el espacio vectorial R3[z] se consideran los subespacios:
S=1+2*1-2%, T=(1+3z+52% —1+ 227 3z + 72?).

Calcular una base y la dimensién de los subespacios S+ T y SNT. Con los resultados
obtenidos razonar si S y T son suplementarios. ;Se puede completar la base de S + T
hasta una base de Rj[z]?

Considerar los siguientes subespacios vectoriales de V' = Matq(R):

S—{(g 2) EMatg(R)|a,beR}, T = {A € Maty(R) | A+ A' = 0} .

Hallar una base y la dimensién de los subespacios S, T, S+ T y SNT. ;Es la suma
de los subespacios S y T directa? ;Son S y T subespacios suplementarios? Si U es un
subespacio de Maty(R) suplementario a S, jcuél es su dimensién?

Sea V' = Mat, (R). Sea S el subconjunto de V' de las matrices simétricas y T el de las
matrices antisimétricas. Se pide:

a) Obtener una base y la dimensién de S'y T

b) Demostrar que V=5 @ T.
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5.12.  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

© ® X @

10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

’ Espacios vectoriales ‘

. Hay que comprobar que se cumplen las propiedades 1-8 de la Definicién 5.8.

. Hay que comprobar que se cumplen las propiedades 1-8. Merece la pena resaltar que el

elemento neutro de la suma es (0, —1) y el elemento opuesto de un elemento genérico
(z,y) es (—z,—y — 2).

. Ninguno de los 3 casos confiere a R? con la suma habitual la estructura de espacio

vectorial.

En la primera parte basta comprobar que se cumplen las propiedades 1-8. En la segunda
parte es suficiente dar un contraejemplo para comprobar que la suma no es interna, es
decir, encontrar dos elementos del conjunto cuya suma no esté en él.

a) El conjunto de matrices cuadradas no regulares no es un espacio vectorial real.

b) El conjunto de matrices cuadradas diagonales es un espacio vectorial sobre R.

Subespacios vectoriales ‘

Solamente son subespacios los conjuntos de los apartados a) y b).
Solamente son subespacios los conjuntos de los apartados b) y c).
Solamente son subespacios los conjuntos de los apartados a) y b).
Solamente es subespacio el conjunto del apartado a).

Los tres conjuntos son subespacios vectoriales de Mat,, (R).

Solamente son subespacios de Ro[z] los conjuntos de los apartados a) y b).

‘Dependencia e independencia lineal. Generadores‘

a) La familia es linealmente independiente.
b) La familia es ligada y una relacién de dependencia es: vy = $vi — $va.
c¢) La familia es ligada y una relacién de dependencia es: vy = 2v; — va.

Los vectores de la familia a) son linealmente independientes, mientras que los de la
familia b) son linealmente dependientes.

La familia es linealmente dependiente.
La familia es linealmente dependiente si v = 1. La relacién de dependencia es ¢ = a+b.
Los vectores a, b y ¢ son linealmente independientes VA € R.

a) El vector wy ¢ (u,v) mientras que wy € (u,v), siendo wy = 3u — 2v la relacién
de dependencia.

b) El vector wy € (u,v), y verifica w; = 3u — 2v. El vector wo ¢ (u,v).
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18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

Espacios Vectoriales Reales
c) El vector wy ¢ (u,v) pero wy € (u,v), siendo la relacién de dependencia wy =
3u—v.
v = —3. En ese caso, la relacién de dependencia es a = 3b + 2c.

El vector a € (u,v) si y solosiy= 3,7 =2.

Tras imponer que a,b € (c,d) y ¢,d € (a,b) se obtiene: v = 3,~' = 4.

Basta aplicar la Proposicién 5.21.

2)

b)

b)

Para

Se resuelve el sistema homogéneo que se plantea al igualar a cero una combinacién
lineal de los vectores de By, imponiendo que los vectores de By son linealmente
independientes.

Denominando b; a los elementos de By, basta cambiar cada vector b;, con i =
2,...,npor b; —b;_;.

‘ Bases y dimension ‘

Bs = {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,1)}, dim S = 3.
Br ={(~1,3,5)}, dimT = 1.

1 0\ [0 1 o
BU—{<1 0),(0 1>},dnnU—2.
Bw = {1,2%}, dim W = 2.

La familia es base ya que son 4 vectores linealmente independientes del espacio
Rs[z] que tiene dimensién 4.

La familia no es base por ser linealmente dependiente.

completar la familia F; basta anadir el vector {(0,0,0,1)}. Para completar la

familia F5 se afiaden los vectores {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

’Y:

1,v" = —13. Para estos valores, los vectores a y b constituyen una base del

subespacio y el vector ¢ se puede expresar como ¢ = 2a — 3b.
Por ejemplo, B = {(1,5,1),(2,1,0),(1,0,0)}.

S ={(z,y,9) | 2,y € R}. Bs = {(1,0,0),(0,1,1)}, dim S = 2. Base de R* completando
la anterior: Bga = {(1,0,0), (0,1,1), (0,0,1)}.

a)
b)

Siy#-1,~v# %, entonces los vectores dados son base.

No existe ningun valor de v que verifique la condicién.

Si v = —1, dim({a, b)) = 1; en otro caso, la dimensién es 2.

dimS = 2, y una base de S puede ser By = {(4,5,1,0),(—2,—4,0,1)} o bien
B2 = {(2,4,0,-1),(0,-3,1,2)}.

Para completar la base B} hasta una base del espacio basta con anadir los dos
primeros vectores de la base canénica de R?, en el caso de B% se pueden afadir
los dos tltimos vectores de la base canénica de R*.

La dimensién es n.

, . 1
La dimensién es %
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‘Coordenadas respecto de una base y cambio de coordenadas

32.  a) (a,b)p, = (—2a— 2b, a+ 3b).
_ (—14 36 (132 —18
b) PBLBQ_< 5 13)7 PB2731_(5/2 7 )
c) (a,b)p, = (—8a + 3b, 3a —b).
33. ug = (-2,0,3,0), vs=(-4,1,6,1), ws=(—1,-1,2,0).
34. En el apartado a) m = 15. Los apartados b) y c) se verifican ¥m € R.

35. Py, 5, = <—31 _43)7 Pe, 5, — (44/55 3{;), v, = (ZZ) v, — (—21>

1 1 1 0 O 1 2 -3
36. PB,C = 1 1 0 s PC,B = 0 1 -1 s Ve = 0 s v = 3
1 00 1 -1 0 -3 2
1 00 1 0 0 1 1
37. PBl,Bz = -1 1 0 , P32731 = 1 1 0 5 VB, = 0 s VB, = -1
-4 1 1 3 -1 1 0 —4
38. Las matrices de cambio de coordenadas son
110 0 L 1fy —1/2 1/2
P 100 1 P | Y2 S 2 1)
B2.B1 01 1 0 Bi.By = Lo /2 1 1/p |7
001 —1 /2 1/2 12 —1/2
y las coordenadas son: vg, = (1,2,—1,0), vg, = (2,—1,0,0).
1 00 1 0 0 2
39. PB,C = 01 0 s PC,B = 0 1 0 s v —
01 3 0 -3 1/3 —2/3

40. El sistema generador de S constituye una base, dim S = 2. El subespacio T tiene
dimensién 2. Una base de T estd formada por el primer y el tercer vector del sistema
generador, siendo el segundo vector suma de ellos.

‘Operaciones con subespacios vectoriales‘

41. a) Bs+r =1{(1,2,0,1),(1,1,1,0), (1,0, ,O),( ,3,0,0)} = dim(S+1T) = 4.
Otra posibilidad es: Bgyr = {(1,2,0,1),(0,1,-1,1),(0,0,1,-1),(0,0,0,1)}.
dim(SNT) =0, por tanto, la base de SN T es el conjunto vacio.

b) Bssr = {(1,2,1,-2),(2,3,1,0), (1,2,2,-3),(1,0,1, -1)} = dim(S + T) = 4.
Otra posibilidad es: Bsyr = {(1,2,1,-2),(0,1,1,—4),(0,0,1,—1),(0,0,0,1)}.
Bsor = {(1,1,1,1),(1,3,0, —4)} = dim(S N T) = 2
Otra posibilidad es: Bsqr = {(1,1,1,1),(0,—-2,1,5)}.

42. Bs ={(1,-1,2,1),(0,1,-1,3),(0,0,1,9)} = dim S = 3.
Br ={(4,5,1,0),(0,—3,1,2)} = dim T = 2.
Bsir ={(1,-1,2,1),(0,1,-1,3),(0,0,1,9),(0,0,0,1)} = dim (S + T) = 4.
Bsnr = {(58,—1,39,49)} = dim(SNT) = 1.
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43.
44.
45.

46.

47.

48.

Espacios Vectoriales Reales

R3=S®T,yaquedimS =2 dimT =1, dim(S +T) = 3 = dimR?, dim(SNT) = 0.
La suma S + T es directa y los subespacios son suplementarios.

Bs ={(1,0,1,0),(0,—1,0,1)} = dim S = 2.

Br ={(0,0,1,0)} = dimT = 1.

SNT={0} = dim(SNT)=0.

Bs+r ={(1,0,1,0),(0,-1,0,1),(0,0,1,0)} = dim(S +T) = 3.
La suma de los subespacios es directa pero no son suplementarios.

Bsir = {1+ 2% —22% 3z + 42?} = dim(S +T) = 3.
Bsor = {1 —22%} = dim(SN7T) = 1.
Los subespacios no son suplementarios. La base de S+ T se puede completar hasta una

base de R3[x] afiadiendo, por ejemplo, el polinomio x3.

oo (3 0). (0 ) = ams 2o {( 7 1)} s dmron
o= {(2 O (2 0).(% 1)) = amis s

SNT ={0} = dim(SNT)=0.
La suma de los subespacios es directa pero no son suplementarios. La dimensién de un
subespacio suplementario a S es 2.

a) La dimensién del espacio de matrices simétricas es dim S = % En el caso de

. e . -1
las matrices antisimétricas es dim 7T = %

0 O) } y aplicar la férmula de la dimension.

b) Basta comprobar que SNT = { (O 0



CAPITULO 6

Espacios Euclideos

En el Capitulo 5 se ha generalizado la estructura del espacio R?, de vectores
libres del plano, hasta llegar a los espacios vectoriales reales. En ese proceso de
generalizacién hay nociones como la de longitud (distancia) o &ngulo entre vectores
que no se han tenido en cuenta.

En este capitulo se abordan estas cuestiones, generalizando para ello la nocién de
producto escalar de R2. Se trata de una nueva operacién que a cada par de vectores
de un espacio vectorial cualquiera V' les asocia un escalar (en el caso estudiado en
el texto un nimero real), y que verifica ciertas propiedades.

Si un espacio vectorial se dota de un producto escalar, se pueden trasladar las
nociones de longitud y dngulo entre vectores al terreno abstracto.

La denominacion de espacio euclideo para denotar un espacio vectorial en el que
se ha definido un producto escalar se debe a que este espacio satisface los axio-
mas de Euclides de la geometria. Se generalizan con estos espacios las ya conocidas
construcciones del plano real euclideo o el espacio tridimensional de la geometria
euclidea.

El término euclideo se utiliza para distinguir estos espacios de los espacios cur-

vos de las geometrias no euclidianas y del espacio de la teoria de la relatividad de
Einstein.

173
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6.1. PRODUCTO ESCALAR USUAL DE R"

Ademads de las operaciones citadas en el Capitulo 5, en el espacio R" se puede
definir otra operacién entre vectores denominada producto escalar. Se comienza con
el espacio R2.

Definicién 6.1. Se llama producto escalar usual en R? a la operacién
():R2xR? — R
(x,y) — x-y

que a cada par de vectores x, y € R? le asocia un niimero real dado por

0 six=00y=0
lIx|l|ly|lcosa en otro caso,

siendo « el angulo que forman los vectores.

Usando coordenadas cartesianas el producto escalar anterior se expresa como:

x-y = (21,22) - (Y1,92) = T1y1 + r2y2 € R,

Este producto escalar se puede generalizar a R™ del siguiente modo.

Definicion 6.2. Dados dos vectores x, y € R", se define el producto escalar
usual como:

xy=(x1,...,2n) WY1,--Yn) =191 + ... + Tuyn € R.

La expresion matricial del producto escalar es la siguiente:

n
Xty:(l'l xn) :x1y1+..-+$nyn€R
Yn

Propiedades. El espacio vectorial R™ con esta nueva operacién verifica:
l.x y=y-x, Vx,y € R".
2. Ax+py)-z=A(x-2z)+uly-z), Vx,y,z€ R", VA\,u e R.
3. x-x=[x]|? >0, Vx € R™. Ademds, x-x =0 < x = 0.

Debido a estas propiedades se dice que R" con el producto escalar usual es un
espacio euclideo.



Producto escalar en un espacio vectorial 175

6.2. PRODUCTO ESCALAR EN UN ESPACIO VECTORIAL

A continuacién se generaliza la estructura euclidea de R™ estudiando espacios
vectoriales con las mismas tres propiedades anteriores.

Definicion 6.3. Sea V un espacio vectorial real. Un producto escalar en V' es
una aplicacién (-,-) : V' x V — R que verifica las siguientes propiedades:

1. Simétrica: (u,v) ={(v,u), VYu,veV.
2. Lineal (primera componente):
s (utv,w) = (u,w)+ (v,w), Vu,v,wel.
 (Au,v) = Xu,v), Yu,veV, VieR.
3. Definida positiva:
» (w,u) >0, YuelV.
» (u,u) =0<=u=0.

Se dice que V es un espacio vectorial euclideo, es decir, es un espacio vectorial
real dotado de un producto escalar, y se representa por (V, (-, -)).

La segunda propiedad se puede resumir en una sola:
Au+ pv,w) = Mu,w) + p{v,w), Yu,v,weV, VApueR.

Debido a la simetria, el producto escalar también es lineal en la segunda compo-
nente, es decir, verifica:

(W, Av + pw) = Xu,v) + p(u,w), Vu,v,weV, V\pueR.
Asi, el producto escalar es bilineal, es decir, es lineal en ambas componentes.

Observacion. Como consecuencia inmediata de la bilinealidad todo producto es-

calar verifica:
(0,v) =0, (v,0)=0, VvelV.

Sin embargo, puede ocurrir que (u,v) = 0 con u # 0 y v # 0. Por ejemplo en
R? con el producto escalar usual tomar u = (1,0) y v = (0, 1).

v Ejemplo 1. Ademés de R™ con el producto escalar usual, existen otros ejemplos
de espacios vectoriales euclideos:

» Si V = Mat,(R) es el espacio vectorial de las matrices reales cuadradas de
orden n, la aplicacién dada por

(A, B) = tr(AB")

es un producto escalar. Por tanto, (Mat, (R), (-,-)) es un espacio euclideo.
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» SiV =C([0,1]) es el espacio vectorial de las funciones reales continuas definidas
en el intervalo cerrado [0, 1], la aplicacién definida por

(f.g) = /0 £(t)g(t) di

es un producto escalar. Asi, (C(]0,1]), (-,-)) es un espacio euclideo.

6.3. NORMAS, DISTANCIAS Y ANGULOS

El producto escalar es la herramienta que permite medir en un espacio vectorial.
En esta seccién se introducen los conceptos de norma, distancia y angulo en los
espacios euclideos.

Definicién 6.4. Sea V un espacio vectorial euclideo. Se define la norma (o
longitud) de un vector u € V, y se denota por ||ul|, como el nimero real positivo:

[l = +v/(u, u).
Queda definida la aplicacién norma como:

l-|: v — R*

u — |ul.

Observar que la tercera propiedad del producto escalar dice que (u,u) > 0, y
por tanto siempre tiene sentido calcular su raiz cuadrada, siendo esta un nimero
real positivo.

A lo largo del capitulo los vectores con norma 1 juegan un papel importante.

Definicion 6.5. Un vector u de un espacio vectorial euclideo V' se dice unitario
si tiene norma 1, es decir, ||u|| = 1.

Observacion. Dado un vector u # 0, se puede construir otro vector v proporcional
a u de norma 1, denominado wvector normalizado. El proceso recibe el nombre de

normalizacion. u

V=-".
[[ul]

v Ejemplo 2.

» Sea R3 con el producto escalar usual. El vector x = (1,2, 3) tiene norma /14

r
y por tanto su vector normalizado es —=x = (i 2 i)

V14
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= Sea el espacio vectorial Maty(R) con el producto escalar dado por la traza

definido en el Ejemplo 1. La matriz A = <1 ) tiene norma +/30, por lo que

2
3 4
su matriz normalizada es:

e

3

V30 2/v30
()

La aplicacién norma verifica las siguientes propiedades:
Propiedades.

1. JJull >0, Va € V. Més aun, |ju|| =0 <= u=0.

2. [[Au| = Al |ull, YAER, VuelV.

3. Desigualdad triangular: |[u+v| < |u||+ ||v]], Yu,veV.
Como consecuencia de las propiedades anteriores se deduce el siguiente resultado.

Teorema 6.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V un espacio vectorial euclideo
y se consideran u,v € V. Entonces,

[{w, v) < [lull{lv]]

Ademas, |(u,v)| = ||ul| ||v|]| <= {u,Vv} es una familia ligada.

Observacion. La desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede escribir como:

—1<M<1 (u,v #0)

~ vl

lo que da pie a la siguiente definicién.

Definicién 6.7. Sean u,v dos vectores no nulos de V. El dngulo « € [—m, 7]
que forman u y v es aquel que cumple
(u,v)

CoOS QU = ———— .
[ul[fIv]

Por 1ltimo, se presenta como medir la distancia entre dos vectores u y v.
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Definicién 6.8. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo y sean u,v € V. Se

define la distancia del vector u al vector v como:
d(u,v) = [lu—vl.
La aplicaciéon distancia se define como:

d: VxV — Rt
(w,v) = d(u,v)=[u-v].

La aplicacién distancia verifica las siguientes propiedades:
Propiedades. Para todo u,v,w € V se tiene:

1. d(u,v) > 0. Ademas, d(u,v) =0 <= u=v.

2. d(u,v) =d(v,u).

3. Desigualdad triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w, v).

v Ejemplo 3. Se considera R™ con el producto escalar usual. Sean x = (1, . ..

v =(y1,-..,Yn) € R", entonces

Il = Vox) = (), (@) = (Jad a2,

dx,y)=x -yl =V(@ —y1)2+ ...+ (z0 — yn)?.

,-I'n),

Observar que en este caso la norma coincide con la norma euclidea (denotada

por || - ||2) definida en el Capitulo 3.

6.4. BASES ORTONORMALES

O

Una nocién importante en la geometria del espacio es la de ortogonalidad. En
el espacio R? usual dos vectores son ortogonales o perpendiculares si forman un
dngulo o = 7§, o equivalentemente, si cosa = 0. Esto a su vez es equivalente a que el
producto escalar de estos dos vectores sea cero. Extendiendo esta situacién se tiene

lo siguiente.

Definicién 6.9. Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial euclideo. Dos vectores u y v

son ortogonales si (u,v) = 0.




Bases ortonormales 179

Definicion 6.10. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Una familia de vectores
{ui,...,u,} se dice ortogonal si

(Wi, u;) =0, Vi#j.

La familia {uj,...,u,} se dice ortonormal si es ortogonal y ademds todos los
vectores u;’s son unitarios.

Observaciones.
= El vector 0y es ortogonal a todo vector u € V.

= Kl vector Oy no puede pertenecer a ninguna familia ortonormal ya que no se
puede normalizar por tener norma 0, pero si a una ortogonal.

v Ejemplo 4.

» La base candnica de R", {eq,...,e,}, es ortonormal con respecto al producto
escalar usual:

<ei,ej>:0, VZ#], <ei,ei>:1, Vi:L...,n.

» La base canénica de Mat, (R), {E11,..., Eny}, es ortonormal con respecto al
producto escalar dado por la traza definido en el Ejemplo 1.

El siguiente resultado es 1til para el calculo de bases de un subespacio.

Proposicién 6.11. Toda familia ortogonal de vectores no nulos (en particular, toda
familia ortonormal) es linealmente independiente.

El concepto de ortogonalidad tiene su analogo para subespacios.

Definicion 6.12. Sea V un espacio vectorial euclideo. Dos subespacios S; y S
de V se dicen ortogonales entre si cuando verifican:

(u,v) =0, YuelsS;, VveSs,.

Dicho de otro modo, todo vector de Sy es ortogonal a todo vector de Ss.

Proposicién 6.13. Sean S1 = (uy,...,u,) y So = (vi1,...,vs) dos subespacios
vectoriales de un espacio euclideo V. Entonces S7 y S2 son ortogonales si y solo si

(ui,vj):(), Vi=1,...,r, Vj=1,...,8.

Es decir, basta comprobar la propiedad de ortogonalidad para los generadores
de los subespacios.
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Dado un subespacio S de un espacio vectorial V', el conjunto de todos los vectores
de V ortogonales a S tiene estructura de subespacio vectorial.

Definicion 6.14. Sea V un espacio vectorial euclideo. Dado S un subespacio
vectorial de V se define el subespacio ortogonal a S, denotado por S+, como:

St={veV | (uv)=0, YuecS}.

El subespacio anterior es ortogonal a Sy verifica:

Proposicion 6.15. Sea V un espacio vectorial euclideo y S un subespacio vectorial

de V. Entonces,
V=8®Sst

Por tanto, dim V' = dim S 4+ dim S+ y en particular,
dim S+ = dim V — dim S.
El siguiente ejemplo proporciona un método para hallar una base de S*.

V' Ejemplo 5. Dado el subespacio S = ((1,2,3)) de R? con el producto escalar
usual, calcular una base de S+ y comprobar que se cumple la férmula de la dimensién
anterior.

Solucién: Siguiendo la definicién, S+ = {(z,y,2) € R? | {(z,v,2),(1,2,3)) = 0}.
Teniendo en cuenta que

(,9,2),(1,2,3)) =0 <= 2+2y+32=0 < z = -2y — 3z,
el subespacio ortogonal a S se puede escribir como:

SJ_

(z,y,2) €R? |z = —2y — 32}
(—2y —32,y,2) | y,z € R}
y(—2,1,0) + 2(-3,0,1) | y, z € R}
(—=2,1,0),(=3,0,1)).

{
{
{
(

Los dos vectores anteriores son sistema generador y linealmente independientes,
por tanto forman una base de S*. Luego dim S+ = 2 y la férmula de la dimensién
se cumple pues dimR3 —dimS =3 —1 =2 =dim S*.

o

Observacion. Se recomienda comprobar que el resultado obtenido es correcto, rea-
lizando los productos escalares correspondientes:

((=2,1,0),(1,2,3)) = (=2) - 1+1-240-3=0,

<(_3a071)7(17273)>:(_3)'1+0‘2+1'3:O-
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6.4.1. METODO DE GRAM-SCHMIDT

Sea V' un espacio vectorial euclideo y S = (aj,...,a,) un subespacio de V. El
problema que se plantea a continuacion es encontrar a partir de los vectores a;’s una
familia de vectores ortonormales que sigan generando S, es decir, S = (q,...,Qs).
En particular, y utilizando la Proposiciéon 6.11, se tiene que la familia ortonormal
construida {qi,...,qs} es una base del subespacio S.

El método para encontrar una familia ortonormal {qy,...,qs} a partir de una
familia cualquiera {aj,...,a,} se articula en tres pasos:

= En el paso 1, llamado método de Gram-Schmidt, partiendo de {ay,...,a,}, se

construye una familia ortogonal {vy,...,v,}, sistema generador del subespa-

cio S. Observar que se obtiene el mismo niimero de vectores.

= En el paso 2, se eliminan los vectores nulos resultantes del proceso anterior,

obteniéndose una base ortogonal de S, {vy,...,vs}.
= En el paso 3, se normaliza esta base {v1,...,v,} dividiendo cada vector v; por
su norma, obteniendo de este modo la familia ortonormal buscada {qi, ..., qs},

y base ortonormal del subespacio S.

Con mas detenimiento, cada etapa se realiza del siguiente modo:

Es conocido como el método de Gram-Schmidt. Se parte de la familia de

vectores {ay,...,a,} que genera el subespacio S. La construccién de los vectores v;
se realiza de manera recursiva a partir de la familia anterior, es decir, es necesario
conocer {vl, . ,vj_l} para poder construir V. Concretamente:
vy = aj,
Vg = az — 2V,
V3 = az— 13VvVi — 23Vva,
j—1
Vj = aj — Oqjvl — OQjVQ — ... — Oéjfl,jijl = aj — E Oéisz‘,
i=1

donde los coeficientes o;; vienen dados por:

(vi,a;)  (vi,a;) :
Qi = = si v; 20
A o R e ‘70,

Oéij:O si VZ'IO.
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Observar que si a; depende linealmente de los vectores anteriores {a,...,a;_1},
entonces el vector construido v; es nulo: v; = 0.

En la familia {vy,...,v,} obtenida en el paso 1 se eliminan los vectores nulos, de
modo que se obtiene la familia {vy,...,vs} ortogonal que ya es base de S aplicando
la Proposicién 6.11.

Partiendo de la base ortogonal {v1,..., v} se construye la base {qi,...,qs} sin
mds que normalizar cada vector v; para j =1,...,s:
q; = i
;= .
gl

Se muestra un ejemplo de aplicacién del método.

V' Ejemplo 6. Utilizar el método de Gram-Schmidt para construir una base orto-
normal del subespacio S de R? dado por:
S = <(17 17 1)7 (07 17 1)7 (07 07 1)7 (17 27 3)>
—_— Y Y

aj as as a4

Solucién: Siguiendo el paso 1 anterior:
B V] =a = (1,1,1).
<V17a~2>
(vi,v1)
((1,1,1),(0,1,1)) O0+1+1 2

UL, L L) 14141 3

B Vo —ag — (19Vy, donde a1 =

3

2 2 211
—ay— - :O@lffLle(faf,>
vy =ag — V1= ( )~ 35l ) 33

Es conveniente comprobar que efectivamente (v, va) =0

= V3 = az — a13V] — ag3Vvy, donde ag3 = (v1,23) g3 = {v2, a3>.
(vi,v1) (va, va)
1,1,1),(0,0,1)) 0+0+4+1 1
13 = _
((1,1,1),(1,1,1)) 14141 3
(-2,5,5,0,01))  0+0+% s 1
Qo3 = = = 1" =Z
(—2.L0.(-2.10) d+5+% o9 2
1 1, 211 11
= 070’1 771’171 77(777777):<077777).
va=( )= 3! )=3("333 279

De nuevo resulta interesante comprobar que (vi,vs) =0 y (vg,v3) =0.
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(vi,aq)

" V4 =ay — 14Vl — aVa — 34V, donde oy = oy ve)
1y Y1

,i=1,2,3.

vi,vy) (1, 1,1,1))  1+1+1
(e _ (CRAD.023) _—3rier 13
vava) (355, C355)  §+5+s b 2
gy = Y 24) ((0,-3,3),(1,2,3) 0-1+3 1/
<V3,V3> <(O7_%7%)7(07_%7%)> O+i+i 1/2
1

Esto indica que a4 es combinacion lineal de {a;,az, as}.

Se obtiene la siguiente familia ortogonal:

211 11
{(171a1)) <_ §a§7§>7 <03_272>7 (Oa070)}
—— ~——
v T/ —— vy
v3

En el paso 2 se elimina el cuarto vector v4, obteniendo asi una base de vectores
ortogonales {vi, vy, v3}. En el paso paso 3, utilizando que

2 1
Ml =3 Ivall =2 vl =1/,

se obtiene la siguiente base ortonormal de S:

1 1 1 2 1 1
L) (2 ) (oo )
{(rvv) (v () )

a1 a2 as
En este caso, como S es un subespacio de R? de dimensién 3, se tiene que S = R3.
o

Proposicién 6.16. A partir del método anterior se deducen las siguientes afirma-
ciones:

= En un espacio euclideo, todo subespacio finitamente generado tiene una base
ortonormal.

= En un espacio euclideo de dimensién finita, toda familia ortonormal se puede
completar hasta una base ortonormal.
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6.5. FACTORIZACION QR

El proceso anterior permite realizar una descomposicién de una matriz A cual-
quiera en producto de dos matrices, A = QR, donde ) es una matriz de columnas
ortonormales y R es una matriz triangular superior. Para obtener esta descomposi-
cion se procede de la siguiente formas:

1. Partiendo de una matriz A € Mat,,«,(R), se aplica el método de Gram-Schmidt
a las columnas de la matriz:

A= (aj|az| - |a,) € Mat,«,r(R).

2. Con los datos obtenidos en el paso anterior, se realiza una descomposicion
intermedia A = Qy Ry, donde:

= Qo es la matriz cuyas columnas son los vectores ortogonales {vy,...,v,}
obtenidos al finalizar el paso 1 del método de Gram-Schmidst:

Qo = (vi[val| - [v;) € Matyx,(R), rgQo=rgA.

= Ry es la matriz triangular superior con 1’s en la diagonal, y por tanto
regular, formada por los coeficientes «;; del método de Gram-Schmidt,
de modo que cada uno de ellos se coloca en la matriz en el lugar corres-
pondiente a sus indices:

1 app -+ oy
0 1 . :
Ry=1. . € MatT(R).
: T ’ Qpr_1r
o --- 0 1

3. En la matriz @)y se eliminan las columnas nulas y en la matriz Ry se eliminan
las filas asociadas a las columnas suprimidas en ()y. Se obtienen de esta manera
dos nuevas matrices, Qf, y R, que siguen cumpliendo A = Q(R|, y ademds
verifican:

Q6 € Matnx(rg/\) (R)v rg Q6 =18 4;
R6 € Mat(rgA)xr(R)a rg R6 =rg A

4. Se divide la columna k-ésima de la matriz @, por su norma y se multiplica la
fila k-ésima de la matriz R{, por la norma anterior. Este proceso se repite para
todas las columnas de Q) y todas las filas de Rj. De esta manera se obtienen
las matrices @ y R que cumplen A = QR. Observar que

Q= (ailaz|---las),
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es decir, las columnas de la matriz @ son los vectores de la base ortonor-
mal obtenida tras aplicar el método de la Seccién 6.4.1 a las columnas de la
matriz A.

Teorema 6.17 (Descomposicién QR). Sea la matriz A € Mat, . (R). Entonces
existe una matriz Q € Mat,,, (4 4)(IR) cuyas columnas son ortonormales (con rg Q =
rg A) y una matriz triangular superior R € Mat(yg 4)x(R) (con rg R = rg A) tales
que

A=QR.

v Ejemplo 7. Hallar una descomposicién QR de la matriz A cuyas columnas son
los vectores del Ejemplo 6:

1 0 01
A=11 1 0 2
111 3

Solucién: La construccién de las matrices Qg y Ry es la siguiente:

1 =23 0 O
Q():(V1|V2|V3|V4)= 1 1/3 —1/2 0
1 13 12 0
1 19 (13 Q4 1 2/3 1/3 2
Ry — 0 1 Qo3 Q24 | 0 1 1/2 3/2
710 0 1 az]| [0 0 1 1
0 0 0 1 0O 0 0 1

Eliminando la cuarta columna de Qg y, por tanto, la cuarta fila de Ry se obtienen
las matrices @, Ry:

1 -2/3 0 1 23 1/3 2
Qor— 1 13 -12], Ror— |0 1 1/2 3/2
1 13 1) 00 1 1

Qo Ry

Lo ultimo que falta para conseguir la factorizacion QR buscada es dividir (y
multiplicar) por la norma de los vectores v;:

= Como ||v1| = v/3, se divide la primera columna de @, entre /3 y se multiplica
la primera fila de R} por v/3.

» Como |vaf = \/g , se divide la segunda columna de Q) entre \/g y se multi-

plica la segunda fila de Rj, por \/g .

» Como ||v3|| = \/g , se divide la tercera columna de @, entre \/g y se multiplica
la tercera fila de R, por \/g
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Se obtiene la siguiente factorizacion:

VB Ve 0\ (VB 2VE VB 2V3
A=QR=|[yvi Y& -Yva||0 26 Ve ¥ve
i e iva) N0 0 yvE s

o

Observacion. Las columnas de la matriz ) son ortonormales por lo que se cumple
que
QQ=1
Notar que las filas de Q) no tienen por qué ser ortonormales, es decir, en general
no se cumple Q Q! = I.

Las matrices que verifican las dos igualdades anteriores se definen a continuacién.

6.5.1. MATRICES ORTOGONALES

Definicién 6.18. Una matriz cuadrada P € Mat,(R) se dice ortogonal si:
PP =pP'P=1,,

0 equivalentemente,
pt=p

Nota. Las matrices ortogonales cumplen las siguientes propiedades:
= Sus filas y columnas constituyen bases ortonormales de R™.

» Su determinante vale 1 o —1.

COS ¥ sen «

es ortogonal.
—sena  Ccos«

v Ejemplo 8. Comprobar que la matriz A = (

Solucién: Hay que verificar que A*A = AA? = Iy:

gtA— (s —sena) (cosa  sena
sena  cosa ) \—sena cosa
.2 2 S - -
B < cos® o + sen” « COS @ sen o — sen cosoz) B <1 O)

Sen o cos o — COs (v Sen « sen? av + cos? o 0 1

Analogamente se comprueba que AA! = I,.
o

Observacion. Si la matriz A es regular y se realiza la descomposicion A = QR,
entonces la matriz ) es una matriz ortogonal.
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Si en el cambio de coordenadas visto en la Seccién 5.8 se consideran las dos
bases de V ortonormales, la matriz que se obtiene es del tipo anterior, como indica
el siguiente resultado.

Proposicién 6.19. Sea V' un espacio vectorial euclideo y sean By = {ui,...,u,},
By = {v1,..., vy} dos bases ortonormales de V. La matriz P de cambio de coorde-
nadas asociada a dichas bases es una matriz ortogonal.

6.5.2. RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE FACTORIZACION QR

Considerar un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A € Mat,,x(R),
x € R™ y b € Mat, «1(R). El sistema anterior puede ser incompatible. En tal caso
la estructura de espacio euclideo de R™ permite encontrar un vector x € R™ que
verifique que ||Ax — b||2 sea minima.

Observar que en el caso de que el sistema Ax = b fuese compatible, un vector
x € R™ que cumple lo anterior es una soluciéon del propio sistema, siendo entonces
| Ax — b|l2 = 0.

Es posible calcular este vector apoyandose en el siguiente resultado tedrico:

x € R™ verifica ||[Ax — b||2 es minima <= x es solucién de A’Ax = A'b

El sistema A’Ax = A'b se conoce como sistema de ecuaciones normales o de
Gauss (o sistema normal asociado al sistema Ax = b). La resolucién del sistema
anterior puede ser tediosa puesto que, en general, se trata de un sistema de dimen-
siones grandes cuyos valores son elevados. Se puede hacer uso de la factorizacién
A = QR para resolver dicho sistema:

AlAx = A'b <= (QR)'(QR)x = (QR)'b «—
R'Q'QRx = R'Q'b «= R'ILRx = R'Q'b <> Rx =Q'b,

La equivalencia () proviene del hecho de que R posee inversa a derecha ya que
rg R es igual al nimero de filas de R.

x € R™ verifica ||[Ax — b||z es minima <= x es solucién de Rx = Q'b

v Ejemplo 9. Dado el sistema Ax = b incompatible, resolver el sistema normal
asociado mediante la factorizaciéon QR:

-1 12 0
0 1 |x=|1
1 2 4

Solucién: El sistema normal asociado A*Ax = A'b es:

(50 ) (3)=(5) (6.1
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Para resolver el sistema anterior se comienza calculando la factorizacién QR de
la matriz A. Se aplica el método de Gram-Schmidt a las columnas de la matriz
A= (aj|az), siendo a; = (—1,0,1) y ay = (3,1,2).

" V] =a = (—1,0, 1)

(vi,a2)
(vi,v1)

B Vo = ag — (19Vy, donde 19 =

ot (b9 -3(r01) = (303)

Por tanto, la factorizacién intermedia A = QQgRy que se obtiene es la siguiente:

-1 5/4

3

a=(o 1) (L.
0 1

1 5/4 ~——

Ro

Qo
Como no hay que quitar ninguna columna de @), para conseguir la factorizacion

QR solo hay que dividir y multiplicar por la norma de los vectores v;.

= Como ||vi]| = v/2, se divide la primera columna de @ entre v/2 y se multiplica
la primera fila de Ry por v/2.

= Como |[[va|| = /22, se divide la segunda columna de Qo entre /32 y se

multiplica la segunda fila de Ry por \/% .

Asi la factorizacion QR de A es:

-1 5 /38

Vi 4V 5
| g V2 V2
- 5, Jm
1 5 /8

V2 4V 33 R
N——————

Q

3 —1 1
V2 2V2\ [/, NG 0 NG (1)
33 I 8 5 /8 ’
0 2 \s Vs Ve 1V \4
——
R x Qt y
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V2 gV2\ [, /

_ V2
33 o 8
0 B\ 64/ 25

Este sistema estd en forma escalonada y su resolucién es muy sencilla:

/133 /8 16
] — =6 o = —.
8 p 33 s 11
3 16 4 10
s V2a4+ova o=t a=
fa+4\[11 7 @ =

b

Observacidén. Debido a que el sistema normal (6.1) del ejemplo anterior no presenta
gran complejidad, se podria haber resuelto directamente utilizando el método de
Gauss. Sin embargo, es importante sefialar que en general el coste computacional
usando la factorizacion QR es menor.

6.6. APLICACIONES: MINIMOS CUADRADOS

Uno de los problemas que se plantean habitualmente en muchas ciencias experi-
mentales es el ajuste de un conjunto de datos por una curva.

Dado un conjunto de puntos D = {(z;,y;)}", de R2, se pretende encontrar una
curva C de un tipo determinado que pase por todos ellos. En caso de que esto no
sea posible se busca una curva que se ajuste al maximo a estos puntos, minimizando
el error cuadratico medio. El procedimiento anterior se conoce como método de
minimos cuadrados.

Las curvas en el plano se pueden describir de manera general como un subcon-
junto de puntos de R? que cumplen una ecuacién implicita:

Cf = {(xay) € Rz | f(ﬂf,y) = 0}

En ocasiones es posible disponer de la curva anterior en forma explicita, es decir,
y = g(x). En el caso particular de que la curva sea una recta se tiene la recta de
regresion.

Se va a suponer que la funcién que describe la curva C; contiene una serie de
parametros desconocidos ag,...,a, € R que se deben determinar y ademas la
dependencia respecto de ellos es lineal.

Un procedimiento para determinar los pardmetros es resolver el sistema de ecua-
ciones lineales, Ax = b, que se obtiene al imponer la condicién f(z;,y;) = 0 para
todos los i = 1,...,n. Si el sistema anterior es compatible, existe una curva del tipo
dado que pasa por todos los puntos de D. Por el contrario, si es incompatible, se
resuelve el sistema normal asociado, A’Ax = A'b, cuya solucién proporciona los
valores de los pardmetros aq, ..., a;, que dan lugar a una curva C que es la que mas
se ajusta a los puntos de D por minimos cuadrados.
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v Ejemplo 10. Se consideran los siguientes pares de datos de R?,

{<_1? 0>7 (07 1)7 (13 4)}

Encontrar la funcién de la forma y = azx + 5 2% que mejor ajusta por minimos
cuadrados los datos anteriores.

Solucién: Para encontrar una funciéon y = ax + 627 que pase por los datos, hay
que calcular a y 3. Observar que esta funcién no es lineal en la variable x pero si
que es lineal en los parametros a y (3, que se obtienen con el siguiente sistema:

0 = —a+3p -1 1\ 0
1 = B8 = 0 1 (ﬂ>_ 1
4 = a+2/8 ]. 2 N ; 4

A * b

Se puede comprobar que este sistema es incompatible, de modo que no hay una
curva del tipo anterior que pase por los tres puntos. Se busca una aproximacién por
minimos cuadrados resolviendo el sistema normal asociado A*Ax = A'b,

2 32\ (a) (4
3/ 21/a) \B) \9/)"
Este sistema normal se ha resuelto en el Ejemplo 9, obteniéndose @ = 11 y
8= %. Por tanto, la funcién pedida es y = %—(1] T+ %—? 27,
En el siguiente dibujo se muestra la representacién grafica de la funcién obtenida
junto con los puntos de partida:

o

Ju—

Como se observa la funcién no pasa por ninguno de los tres puntos pero se
aproxima a ellos.
o
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6.7. COMANDOS DE wxzMazima

= Calcular el producto escalar usual de los vectores u,v de R™:

-=> load(eigen);
innerproduct (u,v) ;

s Para calcular la norma de un vector v de R™ con el producto escalar usual, es
necesario recurrir a la definicién:

-=> load(eigen);
sqrt (innerproduct (v,v));

= Normalizar un vector v de R™ con el producto escalar usual:

- load(eigen) ;
unitvector(v);

» Calcular una base del subespacio S+ en R™ con el producto escalar usual, donde
S = (v1,...,v,). Los vectores v; hay que introducirlos como vectores columna.
Para ello es 1til usar el comando “columnvector” del paquete “eigen”.

- load(eigen);
orthogonal_complement (vl,...,vr);

= Calcular una base ortogonal a partir de la familia de vectores linealmente
independientes {vy,...,v,} de R™ con el producto escalar usual, aplicando el
método de Gram-Schmidt.

-=> load(eigen);
gramschmidt ([v1,v2,...,vr]);

También es posible ejecutar “gramschmidt(A)” siendo A una matriz cuyas
filas son los vectores {vy,...,v,}. En ocasiones se puede utilizar el comando
“ratsimp” para mejorar la expresion de la salida obtenida.

= Calcular una base ortogonal en un espacio vectorial euclideo cualquiera, indi-
cando previamente el producto escalar que se va a usar. Este tiene que estar
definido como una funcién de dos variables.

- load(eigen);
pe(u,v):= ...;
gramschmidt ([v1,v2,...,vr],pe);
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» Dado un conjunto de datos D = {(x;,y;)}"; de R?, para determinar la curva
C de variables x e y, dependiendo linealmente de m pardmetros ay, ..., a;,, que
mejor ajusta dichos datos por el método de minimos cuadrados, se construye
una matriz D cuyas filas son los datos del conjunto D, y a continuacion se
aplica el comando:

- load(1lsquares);
D:matrix([x1,y1], ..., [xn,yn]);
lsquares_estimates(D, [x,y]l, C, [al,...,am]);
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6.8. EJERCICIOS PROPUESTOS

10.

’ Producto escalar ‘

. Considerar la aplicacién de R? x R? — R dada por:

((z1,72,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 — 271Y2 — 272y1 + 672y2 + Tay3 + T3Y2 + T3Ys3.

Comprobar que (R3, (-,-)) es un espacio vectorial euclideo.

. Normalizar el vector u = (1,2, —1) € R? con respecto al producto escalar usual de R?

y con respecto al producto escalar definido en el Ejercicio 1.

. Calcular el angulo que forman los vectores u = (0,3,—1) y v = (=2,5,1) en R? con el

producto escalar usual y con el producto escalar definido en el Ejercicio 1.

Determinar los valores de k para los que la aplicacion:

((z1,72), (y1,y2)) = T1y1 — 31Y2 — 3w2Y1 + K T2Y2

es un producto escalar sobre R2.

. Sea V = Ry[z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 1.

Demostrar que la aplicacién V' x V — R dada por:

(p,q) = p(0) q(0) + p(1) ¢(1),
donde p, g € Ry[z], es un producto escalar.

Sean u y v dos vectores de un espacio vectorial euclideo V. Demostrar que si u es
ortogonal a v, entonces cualquier multiplo escalar de u también es ortogonal a v.

Se considera R? con el producto escalar usual. Hallar un vector unitario ortogonal a
vi=(1,1,2) y vo = (0,1, 3).

‘ Bases ortonormales

. Considerar (R3,(-,-)) con el producto escalar usual. Obtener una base ortonormal de

R3 a partir de {(1,0,—1),(1,1,0),(1,1,1)}.

. En cada caso, utilizar el método de Gram-Schmidt para encontrar una base ortogonal

y una ortonornal del subespacio S de V' que se indica:
a) V=R3 S ={((1,1,1),(0,1,1)).
b) V= R4: S = <(1707 170)7 (17 1, 1:0)7 (17 17070)>

Utilizar el método de Gram-Schmidt para convertir la base {1,z,2?} de Ry[z] en una
base ortogonal usando el producto escalar que se indica:

a) (p,q) = p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(2)q(2).
b) (p,q) = [% p(x)q(z) dz.
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11. Obtener una base ortonormal de R* para el producto escalar estdndar cuyos primeros

_ (1111 _ (113 =5 : it :
vectores sean qi = (5, 319 5) yQ = (g, 53 ?) . Repetir el ejercicio imponiendo
que g3 tenga su primera componente nula.

12. Se considera la aplicacién f : R? x R? — R dada por:
3 -1 -1 Y1

f((21,22,23), (y1,y2,943)) = (#1 @2 x3) [-1 5 0 Y2
10 1) \y

a) Comprobar que se trata de un producto escalar.

b) Obtener una base ortonormal de R? con respecto a este producto escalar.

Matrices y subespacios ortogonales‘

13. Hallar una matriz ortogonal A cuya primera columna sea v = (%, %, %) (Es tnica?
14. Encontrar la forma general de las matrices ortogonales de orden 2.
15. Demostrar que si una matriz ortogonal es triangular, entonces es diagonal.
16. Se considera el subespacio vectorial de R?, S = ((1,-2,3),(—1,1,1)):
a) Hallar el subespacio S+.
b) Escribir el vector (1,5,7) como suma de uno de S y otro de S*.
17. Se considera el subespacio vectorial de R, S = ((1,1,1,1),(1,0,0,1),(1,1,—1,3)):

a) Hallar una base ortonormal de S.
b) Hallar una base de S*.

’Factorizacién QR y minimos cuadrados

18. Encontrar la factorizacién QR de la matriz A en los siguientes casos:
1 1 11 11
a)A:<_1 0) b) A=11 1 0 0
1 0 00

19. Resolver los siguinetes sistemas Ax = b utilizando la factorizaciéon QR de la matriz A:

110 3
a) A=[1 2 2| b=|3
025 -1
11 -1 0
10 0 1
P)A=11 g o P=|3
11 1 —2

20. Encontrar la funcién de la forma y = ax? 4+ Bsen(Z2) que mejor aproxima por minimos
1

2
cuadrados el conjunto de datos {(—1,0),(0,0), (1,2),(2,3)}. Usar la factorizacién QR
para resolver las ecuaciones normales de Gauss.
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6.9.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

10.

11

‘ Producto escalar ‘

Basta comprobar que la aplicacién (-, -) verifica las tres propiedades del producto esca-
lar. Para ver que es definida positiva se puede usar que:

((z1,22,23), (11, 02, 23)) = (¥1 — 222)° + (22 + 23)° + 23.

= Con respecto al producto escalar usual: ﬁ = (%,

2
s

= Con respecto al producto escalar del Ejercicio 1: - = (\/%, o \;—%4)

vl

= Con respecto al producto escalar usual: cos o = ﬁ.

= Con respecto al producto escalar del Ejercicio 1: cosa = 73%.

La aplicaciéon dada es bilineal y simétrica para cualquier valor de k£ € R. Sin embargo,
es definida positiva solo cuando k > 9. Para justificar esto ltimo se puede usar que:

(21, 22), (x1,72)) = (x1 — 3x2)? + (k — 9)x3.

. Cuestién tedrica. Se trata de comprobar que la aplicacién (-, -) verifica las tres propie-

dades del producto escalar.

. Para resolver esta cuestién tedrica basta usar que (Au,v) = A(u,v), VA € R, y la

definicién de vectores ortogonales.

Hay dos posibles soluciones: (\/ﬁ’ NG m) y su opuesto ( TRV Jﬁ)

‘ Bases ortonormales ‘

. Base ortonormal: q; = (%,O, \7—%) , Q2 = (%, %, %) , q3 = (%7 :/Tl,ja %)

a) = Base ortogonal: vi = (1,1,1), vo = (_2, %, %)
» Base ortonormal: q; = (%, %, %) , Qo = (—6, %, %)

b) = Base ortogonal: vi = (1,0,1,0), vo = (0,1,0,0), vs = (%, 0,

5 0).
B gy = (L. L _ (1.0 =L
= Base ortonormal: q; = (\/5’07 \/5,0), a2 =(0,1,0,0), q3 = (\/5,07 \/5,0).

a) Base ortogonal: vi =1, vo = =142, v3 = % — 2z + 22,
b) Base ortogonal: vi =1, vo = -1+ x, vz = % — 2z + 2.
Una posibilidad es aplicar el método de Gram-Schmidt a {q1, g2, (0,1,0,0),(0,0,0,1)}.
fanes _ (-5 13 —2 _—2 _ (-4 3 1
En este caso se obtiene: q3 = (3\/%, ENCTRRVGTE 3\/%), qs = (%707\/7767726 . La

solucién de la segunda parte es tnica salvo el signo:

7(0;4LL) 7(713 52 2)
qs = » /267 V/26° V26 , A4 = 3v/267 3v/26° /26 3v/26 )"
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12. a) Basta comprobar las tres propiedades del producto escalar. Para ver que la apli-
cacion es definida positiva observar que:

((z1, 22, 23), (71,2, 23)) = (21 — 22)” + (21 — 33)” + 27 + 473
b) Se parte de la base candnica y se obtiene la siguiente base ortonormal:

— (L (L 3 — 5 1 14
q1 = (\/57070)7 q2 = (\/@7\/@70)7 q3 = (d\?ﬁ’d\/ﬁ’d\/ﬁ)

‘Matrices y subespacios ortogonales‘

13. La solucién no es unica. Por ejemplo, podemos tomar:
1/3 0 —4/Vi8
A=123 Yvz YV
2/s —1/v2  1/yig
Esta matriz se ha calculado aplicando el método de Gram-Schmidt a la familia de
vectores {(%, %, %), (0,1,-1),(0,1,0)} y colocando los vectores obtenidos por columnas.

14. La forma general de las matrices ortogonales de orden 2 es:
Ao ( cos sena> .
—sena CoS
Para llegar a esta expresién hay que usar que todo par de ntumeros reales (a,b) veri-

ficando a® + b% = 1 se puede escribir de la forma a = cosa y b = sena para cierto
a€R.

15. Cuestidén tedrica. Se escribe una matriz triangular (cuadrada) A de dimensién n y se
impone que verifique AA" = I,,. Se concluye que a;; = 0, Vi # j.

16. a) St =((5,4,1)).
b) (1,5,7) = s+t donde s =3(1,-2,3) + L (-1,1,1) € S, t = 35(5,4,1) € 5.
17. a) Base ortonormal de S:
@=(23) @=GG753), v=(3271)

b) St =((1,1,-1,-1)).

‘Factorizacién QR y minimos cuadrados‘

va e (VE Y
w o an (U ) (2 )

Yz Yve  Yv2 V3 2/v3 Yz 13
b) A= [Yv3 Yve —Yval| 0 26 Yve UG
Yvi =26 0 0 0 Yvz Yvz
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Wva e s\ (V3 vz V3
19. a) A=|1/vz V26 -2/3 0 3/v3 11v2/3|. Solucién del sistema: (1,2, —1).
0 2v2/3 1/ 0 0 1/3

Y2 Y2 12
R Tl N o
b) A= 0 1 1 |.Solucién del sistema: (1,—2,—1).
1/2 71/2 71/2 0 0 9
o 12 1/3
20. La matriz A junto con su descomposicién QR y el vector b del sistema inicial son:
1 -1 Ve VR 5o 0
11 |=|ve VvEn . b=|[2
0 V2

4 0 2\/5/3 0 \ , 3

— | S — R
4 Q

El sistema Rx = Q'b que hay que resolver es:

GIRIORES

cuya solucion es o = %, B=1.






CAPITULO 7

Aplicaciones Lineales

El concepto de aplicacién lineal, tal y como ahora se conoce, se debe a Peano
al axiomatizar la definicién de espacio vectorial. No obstante, el nacimiento de las
aplicaciones lineales hay que buscarlo en los intentos iniciales de Descartes, y pos-
teriores de Euler y Lagrange, por “algebrizar” la geometria. Cayley fue quien hizo
patente la relacién entre las matrices y las aplicaciones lineales al escribir de forma
matricial las ecuaciones de los diferentes tipos de transformaciones geométricas.

Hoy dia las aplicaciones lineales son importantes tanto en Matematicas como en
otras ciencias. Ademds de modelizar las transformaciones geométricas del plano y
del espacio (como simetrias, traslaciones y rotaciones), sirven para resolver proble-
mas complicados que se aproximan mediante un proceso de linealizacion.

Las aplicaciones lineales se definen entre dos espacios vectoriales y la propiedad
que las caracteriza es que preservan la estructura de espacio vectorial, es decir,
preservan la suma de vectores y el producto por escalares. El ejemplo mas simple de
aplicacién lineal corresponde a la ecuacion de una recta en el plano de pendiente m
que pasa por el origen de coordenadas:

f: R — R
z = f(x)=mz.

Esta aplicacién f cumple dos propiedades:
f(x1+22) = m(z1 + 22) = mar + mzy = f(21) + f(22).
f(Az) = m(Az) = A(ma) = A f(x).

Las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales generalizan este ejemplo.

199
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7.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

A lo largo de todo el capitulo se supone que V' y W son espacios vectoriales
reales con dimension finita, dimV =m y dim W = n.

Definiciéon 7.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales reales. Una aplicacién
f:V — W se dice lineal (u homomorfismo) si verifica las dos condiciones
siguientes:

1. f(vi+vo) = f(vi)+ f(va), Vvi,voeV.
2. F(W) = Mf(v), VAER, VeV,

Definicion 7.2. Una aplicacién lineal de un espacio vectorial V' en si mismo,
f:V =V, se denomina endomorfismo.

Notas.

= Las aplicaciones lineales preservan la estructura de espacio vectorial: transfor-
man sumas en sumas y son compatibles con el producto por escalares.

= Las dos condiciones que definen las aplicaciones lineales se pueden resumir en
una sola:

’f(/\Vl +pve) = Af(v1) +uf(ve), VA peR, Vvi,voeV

Observacion. En la definicién de aplicacién lineal hay que entender correctamente
las operaciones que se utilizan en cada momento. Mas detalladamente, si se denotan
por (V, 4+, -v) v (W, +u, -w) las ternas completas que definen la estructura de
espacio vectorial en V' y W respectivamente, la definicién queda como sigue:

L f(vi+v v2) = f(vi) +w f(v2), Vvi,vaeV.
2. fAvv)=Aw f(v), VYAER, VwveV.

Se presentan a continuacién algunos ejemplos de cémo estudiar si una aplicacion
es lineal o no.

v Ejemplo 1. Probar que la siguiente aplicacién es lineal

f: Ro[x] — R2
a+br+cr? — (a+ba—b+ec).

Solucidén: Para ver que f es lineal, hay que comprobar las dos condiciones de la
definicion:
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1. Sean vi = a + bz + ca?, vo = d’ + V'x + /2% € Ry[z]. Aplicando f a ambos
vectores se obtiene:

f(vi) = f(a+bx +cz?) = (a+b,a—b+ec),
f(vo) = fld +Vx+2%) = (d +V,d - +¢).

Sumando las dos imagenes:
fvi)+ f(ve) =(a+ba—b+c)+ (d+V,d -V +)
=(a+d +b+V,a+d -b-V+c+/).
Por otra parte, primero se suman los vectores:
vit+ve=(a+bx+cx?)+(d +Vr+a?)=(a+d)+ (b+V)x+ (c+)a?,
y después se aplica f:
fvi+ve) =((a+d)+b+0V), (a+d)—(b+V)+(c+))
=(a+d+b+V,a+d —b-0b+c+/).
Se observa que efectivamente f(vi + va) = f(v1) + f(va).
2. Sea v =a+br+cr? € Rofx] y A €R.

FAW) = f(Aa+ Abz + Aez?) = (A\a+ Ab,Aa — Ab+ Ac) =
=A(a+b), \a—b+c)=Aa+ba—b+c)=A\f(v).

De las dos condiciones anteriores se deduce que f es una aplicacién lineal.

v Ejemplo 2. Comprobar que la siguiente aplicaciéon no es lineal.

qg: R2 — R2
(r,y) = (z,y+1).

Solucién: Para demostrar que g no es lineal, basta encontrar un ejemplo concreto
que no satisfaga alguna de las dos condiciones que caracterizan a las aplicaciones
lineales. Por ejemplo, se puede encontrar un vector v y un escalar A de modo que
falle la condicién 2 de la definicién. En efecto, tomando v = (1,0) y A = 2, se tiene
que:

9(2v) = 9(2,0) = (2,1),  2g(v) = 29(1,0) = 2(1,1) = (2,2).

Como ¢(2v) # 2¢g(v), la segunda condicién de la definicién no se cumple y por
tanto g no es lineal.
o
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A continuacién se muestra la linealidad de algunas aplicaciones ya conocidas.
v Ejemplo 3.

1. Sea V un espacio vectorial real y B = {vy,..., vy} una base de V. La aplica-
cién coordenada Cp es lineal.

CB:V — R™
A1
v = ovg=| |, v=AMVit A+ AV
Am

2. Sean A € Mat,xm(R) una matriz, V.= R™ y W = R". La siguiente aplicacién
es lineal:

3. Sean V y W los espacios de funciones siguientes:
V={f:]a,b] — R | f es derivable}, W ={f:[a,b] — R}.

La aplicacién que a cada funcién f € V le asocia su derivada es lineal.

4. Sean V, W, Z tres espacios vectoriales reales. Considerar las aplicaciones li-

neales
f:v—w, g W —Z
La composicion go f : V — Z definida como
. f g
gof: V. — W — Z
v o= flv) = g(f(v),

es una aplicacion lineal. Notar que primero actia f y después g.

~~ Ejercicio. Demostrar la linealidad de los ejemplos anteriores.
Como consecuencia directa de la Definicién 7.1 se tienen:

Propiedades. Sea f : V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
reales. Se verifican las siguientes propiedades:
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1. £(0,) = 0y.
2. f(—v)=—f(v), VveV.
3. flu=v)=f(u)— f(v), VuvelV.

4. f(Ave+ -+ Meve) = A f(ve) + - 4 A f (V).

En particular, si el conjunto de vectores {vy,..., vy} C V es linealmente de-
pendiente, entonces {f(v1),..., f(vg)} C W también lo es.

Vi vid L= {f(v1),. ., f(ve)} 1d. |

Equivalentemente, si el conjunto {f(v1),..., f(vi)} C W es linealmente inde-
pendiente, entonces también lo es {vy,...,vi}.

{30, vy L = {vi,-ovi) L

5. Si{vi,..., vy} esuna base de V y {wy,...,w,,} son m elementos arbitrarios
de W, existe una unica aplicacién lineal f : V — W tal que

f(Vi)ZW,L', Vi=1,...,m.

Es decir, para definir una aplicacién lineal basta conocer la imagen de los
elementos de una base de V.

~~ Ejercicio. Demostrar las propiedades anteriores.

v Ejemplo 4. En el Ejemplo 2, para demostrar que ¢ no es lineal basta observar
que no se verifica la propiedad 1 anterior. Efectivamente, se tiene que, g(0,0) =

(0,1) # (0,0).

<

Se considera el conjunto de todas las aplicaciones lineales entre dos espacios
vectoriales reales:

Definicion 7.3. Sean V y W dos espacios vectoriales reales.

= El conjunto de todas la aplicaciones lineales de V' en W se denota por
Hom(V,W), es decir:

Hom(V,W)={f:V — W|f lineal}.

= En el caso V =W, el conjunto de todos los endomorfismos de V' se denota
por End(V), es decir:

End(V)=Hom(V,V)={f:V — V| f lineal}.
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Observacion. Los conjuntos anteriores tienen estructura de espacio vectorial con
las operaciones habituales entre aplicaciones lineales.

V" Ejemplo 5.

1. El homomorfismo nulo viene dado por:

OHom(V,W):V — W

2. El endomorfismo identidad es:

Id,: V. — V

v — V.

7.1.1. SUBESPACIOS ASOCIADOS A UNA APLICACION LINEAL

A continuacién se estudia el comportamiento de las aplicaciones lineales de V' a
W al actuar sobre subespacios vectoriales de V' y W.

Proposicion 7.4. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Se tiene:

» Si U es un subespacio vectorial de V| entonces la imagen de U, f(U) =
{f(u)|u € U}, es un subespacio vectorial de W.

» Si Z es un subespacio vectorial de W, entonces la preimagen de Z, f~1(Z) =
{veV|f(v) € Z}, es un subespacio vectorial de V.

Definicion 7.5. Sea f : V — W una aplicacién lineal. Sea U C V un subespacio
vectorial de V. Se define la restriccién de f a U como la aplicacion lineal:

flo: U — W
u —  f(u).

v Ejemplo 6. Considerar la aplicacién lineal dada por:
f: Mate(R) — Matq(R)
a b a+b b+c
— .
¢ d c+d d+a
Sea S el subespacio de las matrices simétricas de orden 2. Calcular f(S), dar la
expresién de f|g y determinar f~1(95).
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Solucién: Las matrices de S son de la forma (Z Z), es decir, ¢ = b. Asi,
a b a+b 2
1(8) = {f (b d) ‘“’WGR} = {<b+d d+a> ‘“’b’dER} =

o D)o Ga) o) e (G )- G0 ()

La restriccién f|g viene dada por:
I S — f(S)
a b . a+b 2
b d b+d d+a)’
Para calcular f~!(S) se buscan matrices A € Mats(R) de modo que f(A) sea
a+b b+c

simétrica. Una matriz
c+d d+a
b=d. Asi,

P ={( 5 frecr}= (G 0) 6 1) 0 0))

NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL

) es simétrica si y solo si b+ c¢ = c+d, es decir,

Se presentan a continuacién dos subespacios vectoriales que son importantes para
el estudio de las aplicaciones lineales.

Definiciéon 7.6. Sea f : V — W una aplicacién lineal. Se definen los siguientes
conjuntos:

1. Nucleo de f:
Kerf={veV]f(v)=0y}CV.

2. Imagen de f:

Imf = {f(v)|veV}={weW|3veV, f(v)=w}=F(V)CW.

Observaciones.

= Se tiene que Ker f = f~1({0y}), es decir, f|ker s es la aplicacién nula.
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Proposicion 7.7. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Entonces:
1. Ker f es un subespacio vectorial de V.
2. Im f es un subespacio vectorial de W.

Demostracion. Aunque el resultado es inmediato a la vista de la Proposicién 7.4, se
demuestra este resultado de manera independiente. Recordar que un subconjunto de
un espacio vectorial tiene estructura de subespacio vectorial si es no vacio y cerrado
para la suma y el producto por escalares.

= Fl conjunto Ker f es no vacio ya que el elemento 0, € Ker f: En efecto,
f(0y) =0y por ser f una aplicacién lineal.

= Sean vy, vo € Ker f y a, 8 € R. El elemento v = av] 4+ Sva pertenece también
a Ker f ya que f(v) =0y:

FOv) = flavi + Bva) L af(vi) + BF(va) 2 a0y + B0y =0, + 0, = 0y,

donde en (1) se utiliza que f es una aplicacién lineal y en (2) la hipétesis de
que los vectores vy y v pertenecen al nicleo de f.

Las propiedades anteriores indican que Ker f es un subespacio vectorial de V.

= Fl conjunto Im f es no vacio ya que el elemento 0y € Im f: En efecto, 0, =
f(0y) por ser f una aplicacién lineal.

= Sean wi, wo € Imf y a,8 € R. El elemento w = aw; + Bwy pertenece
también a Im f ya que Iv € V tal que f(v) =w:

w1 € Im f = Jv; cumpliendo f(vi) = wy.
wo € Im f = Fvy cumpliendo f(vy) = wa.
Sea v = avi + fva. Entonces:
1
1) = flavi + Bva) W af(vi) + BF(va) = awr + fwz = w,
donde en (1) se utiliza que f es una aplicacién lineal.

Por tanto, se concluye que Im f es un subespacio vectorial de W.
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Observaciones.

= Si f es el homomorfismo nulo:

Kerf=V Imf={0u}

= Para cualquier aplicacion lineal f se tiene que:

dim(Ker f) <dimV, dim(Im f) < dim W.

= Un sistema generador de Im f viene dado por la imagen de una base de V.

En el siguiente ejemplo se muestra cémo calcular explicitamente los subespacios
nicleo e imagen de una aplicacién lineal.

v Ejemplo 7. Dada la aplicacién lineal
f: Ry [.ZL'] — R?
a+br+cr’> = (a+ba—b+c)

calcular una base y dimensién del niicleo y de la imagen.
Solucién:

Se expresa Ker f a través de un sistema generador:

Ker f = {v € Ro[z] | f(v) = 0}
={a+ bz +ca® € Roz] | f(a+bx +ca?) = (0,0)}
={a+bz+cz® €Ryfz] | (a+b,a—b+c)=(0,0)}

a+b:0}

_ 2
_{a+bx+caz € Ry[z] d—btc—0

{a+bx+cx2 € Ry[z]

{=b+ bz +2b2* € Ro[z] | b € R}
{b(-1+2+22”) | beR}
(=1 4z + 222).

Asi, Ker f = (—1 +x +22%) C Ry[z]. El subespacio niicleo estd generado por un
tnico polinomio no nulo, por lo que:

Bikerf = {~1+z+22%}, dim(Ker f) = 1.
Se obtiene en primer lugar un sistema generador de Im f:

Imf={(a+b,a—b+c) €R? a,b,ceR}
={a(1,1) +b(1,-1) +¢(0,1) € R?| a,b,c € R}
= <(1> 1)? (13 _1)3 (Oa 1)>
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Eliminando el segundo vector del sistema generador se obtiene una base:
Como la dimensién del subespacio imagen alcanza la dimensién del espacio de

llegada, Im f = R2.
o

Se presenta a continuacién cémo calcular el nticleo y la imagen en un caso par-
ticular importante de aplicaciones lineales.

Observacion. Sea f : R" — R™ una aplicacién lineal dada por:
f:R™ — R"
x = y=Ax,

donde A € Mat, xm(R). Entonces el niicleo y la imagen de f se pueden calcular de
manera sencilla:

= x € Ker f <= x verifica Ax = 0.

= b € Imf < el sistema Ax = b es compatible <g> b pertenece al espacio
vectorial generado por las columnas de la matriz A (ver Definicién 5.30).

Demostracion de (x): El sistema Ax = b es compatible <= Jx1,..., 2, € R
tales que
ai |0 | aim 1 by 1
=|l:|<=(ca]||em)| : |=b=
Apl |~ | Onm Lm bn ITm
cir1+...+teprm=b<=Dbe¢c(cy, ..., cp),

es decir, b pertenece al espacio vectorial generado por las columnas de A.

La observacién anterior tiene una gran aplicacion a la hora de resolver problemas.
De hecho, en las secciones siguientes se muestra cémo obtener una matriz asociada a
una aplicacién lineal entre espacios vectoriales genéricos V' y W de dimension finita.

v Ejemplo 8. Calcular el nicleo y la imagen de la siguiente aplicacién lineal:
f: R3 — R?

X1 x1
1 1
T2 — 0 T2 | = 91 .
1 -1 1 Yo
z3

z3 —_————
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Solucion:
Se busca la solucién del sistema Ax = 0.
Lo1o0) (T (o
1 -1 1 2] ~\o)-
3

Este sencillo sistema se puede resolver de manera directa o utilizando el método
de Gauss. Utilizando esta tultima opcidn:

<1 1 oo>~%<1 1 00>.
1 =1 1|0 /) py(-1 0 -2 110
Tomando como parametro xo = A la solucién que se obtiene es:
(x1,22,23) = (=, A\, 20) = Ker f = ((—1,1,2)).
Es el subespacio vectorial generado por las columnas de A.

wr=(()-()-0)=(0) ) ==

En general, para cualquier aplicacién lineal f se cumple la siguiente relacion:

Teorema 7.8 (Teorema de las dimensiones). Sean V' y W dos espacios vectoriales
reales de dimensién finita y sea f : V' — W una aplicacién lineal entre ellos. Se
verifica:

[dim V' = dim(Ker f) + dim(Im f)

Este teorema es muy importante y tiene gran aplicacion, al igual que ocurria
con la férmula de las dimensiones (Teorema 5.25). Observar que se cumple en los
Ejemplos 7 y 8.

7.1.2. TIPOS DE APLICACIONES

Definicion 7.9. Sea f : V — W una aplicaciéon cualquiera no necesariamente
lineal. Se dice que f es:

» Inyectiva si Yu,v € V tales que f(u) = f(v), entonces u = v.
» Suprayectiva si Yw € W existe v € V tal que f(v) = w.

= Biyectiva si es inyectiva y suprayectiva. En este caso 3f~! : W — V
cumpliendo:

flof=1Idy
fofilzjdw.
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Notacion. A lo largo de este texto se siguen las siguientes convenciones:

= Homomorfismo: Aplicacién lineal.

= Monomorfismo: Aplicacién lineal inyectiva.

s Epimorfismo: Aplicacién lineal suprayectiva.

= Isomorfismo: Aplicacién lineal biyectiva.

= Endomorfismo: Aplicacién lineal de un espacio V en si mismo, f:V — V.

= Automorfismo: Endomorfismo biyectivo, es decir, aplicacién lineal biyectiva
de un espacio en si mismo.

A continuacién se caracterizan los tipos de aplicaciones lineales utilizando los
subespacios nicleo e imagen.

Teorema 7.10. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Entonces:

1. f es inyectiva <= Ker f = {0, }.

2. f es suprayectiva <= Im f = W.

Demostracion. La demostracion de cada parte del teorema consta de dos implica-

1. (=)
(<)
2. (=)
(=)

Sea f lineal e inyectiva y sea v € Ker f. Se tiene que:
o veKerf= f(v)=0y.
e Como f es lineal: f(0y) = 0y.
Por tanto, existen dos vectores de V', v y 0y, que tienen la misma imagen.

Por ser f inyectiva ocurre que v = 0y.

Sea f lineal con Ker f = {0} y sean vy, v € V tales que f(vi) = f(va).
Veamos que v = va:

f(v1) = f(va) = Oy = f(v1)— f(v2) = f(vi—va) = vi—vy € Ker f.

Como Ker f = {0y}, entonces, vi — vog = 0, => v1 = vy, y por tanto f
es inyectiva.

Sea f lineal y suprayectiva. Para ver que Im f = W basta ver que W C
Im f puesto que siempre ocurre que Im f C W.

Sea w € W. Por ser f suprayectiva, existe v € V de modo que w = f(v),
es decir, w € Im f.

Sea f lineal con Imf = W. Seaw € W = Imf = {f(v)|v € V}.
Entonces, existe v € V tal que f(v) = w, es decir, f es suprayectiva.

O
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Otra caracterizacién de las aplicaciones lineales inyectivas, suprayectivas y bi-
yectivas viene dada por:

Teorema 7.11. Sea f : V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
reales. Entonces:

= f es inyectiva <= f transforma familias linealmente independientes de V' en
familias linealmente independientes de W.

= f es suprayectiva <= f transforma sistemas generadores de V en sistemas
generadores de W.

= f es biyectiva <= f transforma bases de V' en bases de W.
Se termina esta seccién con la nocién de “igualdad” entre espacios vectoriales:

Definicion 7.12. Dos espacios vectoriales V' y W se dicen isomorfos, y se denota
V 2 W, si existe una aplicacién lineal biyectiva, o isomorfismo, entre ellos.

Teorema 7.13. Dos espacios vectoriales reales V y W de dimensién finita son
isomorfos <= dimV = dim W.

Proposicion 7.14. Si V es un espacio vectorial real de dimensién n, entonces
V' = R"™. Fijada una base B de V la aplicacién coordenada Cp : V. — R™ es un
isomorfismo.

7.2. MATRIZ COORDENADA DE UN HOMOMORFISMO

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales con dimV =m y dimW = n y sea
f:V — W una aplicacién lineal. El problema que se plantea es buscar una matriz
A € Mat,xm(R) que represente dicha aplicacién; equivalentemente, se busca una
aplicacién lineal

fa: R™ — R"
x = fa(x) = Ax,

de modo que a través de A se puedan estudiar propiedades de f.

Para ello lo primero que hay que hacer es fijar una base By del espacio de partida
V y otra By del espacio de llegada W con el fin de relacionar las coordenadas de un
vector genérico v con las coordenadas de su imagen f(v). Esta relacién se expresa
mediante la matriz A. La construccién de dicha matriz es la siguiente:

Si las bases de V' y W vienen dadas por:

By ={vi,..., v}, Bw ={wi,...,wp},
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se puede expresar un vector genérico v € V' y su imagen f(v) € W en términos de
las bases anteriores, obteniendo de ese modo sus coordenadas:

V=x1Vi+ -+ 2V, = Cp, (V) = (21, ..., 2p).

fV) = w4+ yawn = Cy (F(V) = (Y1, -, yn)-
Para relacionar Cg,, (v) y Cg,, (f(v)), se utiliza la definicién de aplicacién lineal:

Vv=x1vi+ -+ TV = f(V) =21f (Vi) + -+ o f(Vin). (7.1)

Los vectores f(v;) € W, por lo que se pueden expresar en combinacién lineal de

la base Byy:

f(Vz) = Ci1W1 + -+ Cip Wy = CBW (f(Vz)) = (Cilu o ,Cz‘n). (72)

Sustituyendo esta expresién de f(v;) en la ecuacién (7.1) se obtiene:

f(V) = xlf(vl) +- xmf(vm)
21 (c11wy + -+ e1nWp) + 0+ T (Gt W1 + -+ + Crin W)

(r1011 + -+ + TCm1) W1 + -+ (T1C10 + -+ TinCinn) Wi

Dado que {w1,...,w,} es la base considerada en W, de esta ultima expresién
se obtiene que
Cay (f(v)) = ((m1c11 + - + Tmlm1), .-, (T1CIn + +* + TmCmn)).-
Segtn el Teorema 5.16, las coordenadas de un vector en una base son tinicas, por
lo que:

(W1, yn) = (1ct1 + -+ Tmem1), - -, (T1€1n + -+ - + TmCmn)) -

Equivalentemente:
Y1 = T1C11 + -+ TmCmi,
Yn = T1Cln + - + TmCmn,

o en forma matricial:

n C11 Cm1 T
=1 : : (7.3)
Yn Cin Cmn LTm,
—— ——
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El proceso anterior se puede representar mediante el siguiente diagrama:
T w
v V— W

fv)
T
Definicién 7.15. Sea f : V — W una aplicacién lineal. La matriz A anteriormen-

te calculada se llama matriz coordenada (por columnas) de f en las bases
Bv y BW

Observacion. Sea f : V — W una aplicacion lineal y sea A la matriz coordenada
asociada en bases By v Byy. La construccién de A se puede realizar de modo directo
sin més que observar que sus columnas son las coordenadas de los vectores f(v;) en
base By (ver ecuaciones (7.2) y (7.3)):

A= Coy (f(v1)) |-+ | Co (f(Vin))

Los pasos para la construccién de A son simplemente:

1. Fijar bases de V 'y W: By y Bw.

2. Calcular la imagen de los vectores de la base By: f(v;).
3. Expresar f(v;) como combinacién lineal de la base By .

4. Colocar las coordenadas obtenidas en las columnas correspondientes de una
matriz.

Se concluye con la siguiente observacién:

Fijadas las bases By y By existe una correspondencia
biyectiva entre aplicaciones lineales y matrices.

f€Hom(V,W) <+— A€ Mat,xm(R)

donde n =dimW y m =dim V.

Observacion. La matriz coordenada de una aplicacién no es tnica, ya que pa-
ra construirla es necesario fijar bases de los espacios vectoriales considerados. En
las siguientes secciones se ve como relacionar matrices coordenadas de una misma
aplicacién lineal en bases distintas.
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v Ejemplo 9.

= Sea f : V — W el homomorfismo nulo. Entonces, la matriz coordenada en
cualquier base es la matriz nula.

= Sea f : V — V el endomorfismo identidad. Entonces, fijada una base cualquiera
de V, la matriz coordenada es la identidad.

= Sea f:V — V el endomorfismo identidad. Fijadas dos bases de V', B; y Ba, la
matriz coordenada de f en esas bases es la matriz de cambio de coordenadas
Pg, 3, definida en el Capitulo 5.

v Ejemplo 10. Dada la aplicacién f : Ry[z] — R? definida por
fla+bx+ca®)=(a+ba—b+c),
hallar la matriz coordenada de f en las bases canénicas:
B; = Base canénica de Ry[z] = {1, z, 2%},
C1 = Base canénica de R? = {(1,0), (0,1)}.

Solucién: Siguiendo el esquema, es necesario calcular la imagen por f de los elemen-
tos de la base escogida de Ra[x] y expresar las imdgenes anteriores en combinacién
lineal de los elementos de la base elegida de R?:

f) =01 = Gy (f(1)) = (1,1),
fle) = (1,-1) = Cpy(f(2) =(1,-1),
f@?) =(0,1) = Cp,(f(z?)=(0,1).

Observar que por trabajar con la base canénica en W = R? f(v) coincide con
Cy, (f(v)). La matriz coordenada buscada es:

A= { G 7)) | s () | e 5@ ) = (7 1) 1)

Esta matriz da lugar a la siguiente aplicacion:
fa: R} — R?

sl (1L 0 [y avb
1—1lc_a—b+c'

C

i

~~ Ejercicio. Comprobar que la matriz coordenada de la aplicacién del Ejemplo 10
en bases By = {1 — 2,1+ z,22 — 32 + 2} y Co = {(0,—1),(2,3)} viene dada por la

matriz y
—2 3 -15/9
B=(7 1 L)
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7.21. MATRIZ COORDENADA DE LA COMPOSICION

Sean V, W, Z tres espacios vectoriales reales de dimensién finita y se consideran
las aplicaciones lineales f : V. — W y g : W — Z. Para determinar la matriz
coordenada de la composiciéon go f : V. — Z se fijan bases By, By y Bz de los
espacios. Sea A la matriz coordenada de f en las bases By y By y sea B la matriz
coordenada de g en las bases By y Bz. Considerar un vector v € V' cualquiera.

Trabajando con coordenadas y matrices se tiene:
y=A4x, z=By = z= BAx.

Esto quiere decir que la matriz coordenada de g o f es el producto de matrices
coordenadas BA (en este orden). Nétese que primero actia A y después actia B.

f+— A

g B = gof<«+— BA

7.2.2. USOS DE LA MATRIZ COORDENADA

La matriz coordenada se utiliza para estudiar propiedades de la aplicacion f a la
que representa. Concretamente, permite determinar facilmente los subespacios Ker f
e Im f; decidir si f es inyectiva, suprayectiva o biyectiva y calcular explicitamente
la aplicacién f~! en este tltimo caso.

CALCULO DE LOS SUBESPACIOS Ker f, Im f

Si A es la matriz coordenada de f fijadas las bases By y By, entonces se puede
decir que:

Ker f4 = coordenadas en By de Ker f.

Im f4 = coordenadas en By de Im f.

Como la aplicacién f4 viene dada por una matriz, los subespacios Ker f4 e Im f4
(también denotados como Ker A e Im A) se calculan como en la observacién de la
pagina 208. Para obtener los subespacios Ker f e Im f se deben construir los vectores
cuyas coordenadas vienen dadas en Ker f4 e Im f4.
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v Ejemplo 11. Calcular los subespacios Ker f e Im f de la aplicacién

f: R[] — R?
a+br+cr®> = (a+ba—b+c)

utilizando la matriz coordenada A calculada en el Ejemplo 10.

Solucién: Para hallar el ntcleo se calcula en primer lugar Ker f4:

Ker f, = (a,b,c)eR‘g’G _11 ‘f) b :(8) — (~1,1,2)).

C

Observar que este subespacio se ha calculado previamente en el Ejemplo 8. Ahora,
Ker f = (p(x)) donde p(z) € Ry[z] es un polinomio cuyas coordenadas en base
{1,z,2%} son (—1,1,2):

p(x>:_1'1+1'5f7+2'$2=—1+$+2$2:>Kerf:(—1—|—x—|—2x2>,

Se obtiene el mismo resultado que con el cédlculo directo de Ker f hecho en el
Ejemplo 7.

El célculo de Im f es inmediato conociendo Im f4:

(1. ()

Como el espacio de llegada es R? y se ha considerado su base canénica, entonces
los vectores coinciden con sus coordenadas, por lo que Im f = ((1,1), (0,1)).
o

ESTUDIO DEL TIPO DE APLICACION

Sin necesidad de calcular los subespacios Ker f e Im f se puede decidir si f es
inyectiva, suprayectiva o biyectiva, simplemente conociendo el rango de la matriz A:

dim(Im f) = dim(Im f4) = dim{espacio de columnas de A} = rg A.
Despejando del teorema de las dimensiones (Teorema 7.8):
dim(Ker f) = dimV — dim(Im f) = dim V —rg A.
En consecuencia se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 7.16. Sea f : V — W una aplicacién lineal y sea A la matriz
coordenada de f en bases By y By .

1. f es inyectiva <= rg A = dim V.
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2. f es suprayectiva <= rg A = dim W.
3. f es biyectiva <= dimV =dim W =rg A.

v Ejemplo 12. Utilizando la proposiciéon anterior estudiar las propiedades de la
aplicacién del Ejemplo 10.

Solucién: Como dimV =3, dimW =2y rg A = 2, se tiene que f es una aplicaciéon
suprayectiva (o epimorfismo) y no inyectiva.
o

APLICACION INVERSA

Sea f: V — W un isomorfismo, es decir, una aplicacién lineal biyectiva. Por ser
f biyectiva, existe f~1 : W — V cumpliendo

flof=1Id,
fof_lzldw.

Sea A la matriz coordenada de f en bases By y By . El problema que se plantea
es determinar la matriz coordenada B de f~! en bases By y By. Utilizando la
expresion de la matriz coordenada de la composicién se tiene que:

{f—lof:IdV:>BA:I g at

fofl=Id,= AB=1

Asi pues:

‘f<—>A:>f_1H>A_1

Una vez obtenida la matriz coordenada A~!, para reconstruir la aplicacién in-
versa f~1: W — V se utilizan las bases By y By como se muestra en el siguiente
ejemplo.

v' Ejemplo 13. Dada la aplicacién
f: Maty(R) — R?

a b
(C d) = (a,a+b,c,c+d)

probar que f es biyectiva y construir explicitamente 1.

Solucién: Se comienza calculando la matriz coordenada de f en las bases candnicas:

. {1 0\ (0 1\ [0 0\ [0 0
Base canédnica de Matg(R).Bl—{<0 0>,<0 0), <1 0), (0 1)}

Base canénica de R?* : ¢, ={(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}.
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La matriz coordenada de f en las bases anteriores es:

10
f (0 0) = (1,1,0,0),

01
f( ):(07170,0), 1 0 0 O
0 0
o4 1100
00 10 010
f - =(0,0,1,1), 0011

00
f (0 1) =(0,0,0,1),

Como rgA = 4 = dimV = dim W, por la Proposicién 7.16 se tiene que f es
biyectiva y por tanto existe f~!, que es de la forma:

1 R4 — Maty(R)
(z,y,2,t) ?

Al calcular A~! se obtiene la matriz coordenada de f~! en bases C; y Bi:

100 0 1 0 0 0
1100 0o [-11 0 0
A=lo o010l =4 =0 0 1 o =
001 1 0 0 -1 1
far=(fa)7t: R* — R?
X X
alyl | —=x+y
('rvyazvt) = A P - =
t —z+t

La aplicacién anterior estd dada en coordenadas, luego para reconstruir f~' es
necesario utilizar las bases C1 y Bi:

Fle O RY 5 Mata(R)
r —r+y
@z = (22T

o

v Ejemplo 14. Con los datos del ejemplo anterior comprobar que fo f~! = Idga.

Solucion:

—1 —
@z (2 I D a4 ) = ()

~~ Ejercicio. Comprobar que f~'o f = Tdytaty (r)-
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7.2.3. MATRIZ COORDENADA EN OTRAS BASES

La matriz coordenada de una aplicacién lineal depende de las bases elegidas en
los espacios V' y W. Si se cambian las bases la matriz también cambia aunque no lo
hacen sus propiedades basicas, como el rango. En esta seccién se trata de encontrar
una relaciéon entre las matrices coordenadas de una aplicacion lineal en distintas
bases.

Sea f : V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales reales con
dimensién finita dim V' = m y dim W = n. Sean:

» B, = {uy,...,u,} una base de V, B}, = {w1,...,w,} una base de W y A
la matriz coordenada de f en B{, y B}, .

» B ={vi,...,vyy} otra base de V, B, = {z1,...,2,} otra base de W y B la
matriz coordenada de f en estas bases.

A continuacion se estudia la relaciéon que existe entre las matrices A y B:

Sea v € V. Entonces:

veV — C(Cp(v)=x, Cpz (V) =X.
fVEW = Cy (FV)=y. Cg (F(V) =7

La relacién entre las coordenadas utilizando las matrices es:

y = Ax, y = BXx.

En V se han considerado dos bases distintas, B}, y B%. Las coordenadas de un
vector v en ambas bases se relacionan a través de la matriz de cambio de coordenadas
estudiada en el Capitulo 5. Concretamente:

JP € Mat,,(R) regular tal que x = PX.

Aplicando el mismo argumento en W se tiene:

3Q € Mat,(R) regular tal que y = Qy.
Entonces:

Como y = BX, entonces

Bx=Q 'APX, VX = |B=Q AP
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El proceso anterior se puede resumir con el siguiente diagrama:

y W

WS

1
w

En la préactica se simplifica el diagrama anterior y se trabaja directamente con
coordenadas, es decir, se utiliza el diagrama conmutativo central.

(BY)  R"ALRT (B
PI # IQ
(B2)  RT—RY(BY)

Notas.

= La matriz P es la matriz de cambio de coordenadas de la base B‘Z/ a B‘l/, es
decir, P = Pg, p,, ¥ eso se refleja en el diagrama anterior mediante el sentido
de la flecha. Lo mismo sucede con la matriz Q.

= El diagrama anterior tiene dos lecturas posibles, dependiendo de cuédl sea la
matriz despejada: B = Q 'AP o bien A = QBP!.

= Lo mas recomendable es utilizar como B‘l/ la base canénica de V' y como B%,V
la base candnica de W.

Definicién 7.17. Dos matrices A, B € Mat,xm(R) se dicen equivalentes si
existen matrices P € Mat,,,(R) y Q € Mat,,(R) regulares tales que B = Q"' AP.

Proposicion 7.18. Dos matrices son equivalentes si y solo si son matrices coorde-
nadas asociadas a una misma aplicacién lineal en bases distintas.

Proposicion 7.19. Dos matrices son equivalentes si y solo si tienen la misma di-
mensiéon y el mismo rango.

V" Ejemplo 15. Considerar la aplicacién lineal

[ Ralz] — R?
a+br+cr’? = (a+ba—b+c)
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Sea A la matriz coordenada de f en bases candnicas dada en el Ejemplo 10.
Determinar la matriz coordenada B de f en bases By = {1 —x,1 + z,2? — 3z + 2}
y Co = {(0,—1), (2,3)} sin calcularla directamente, hallando las matrices P y @ de
cambio de coordenadas y la relacién de estas con A y B.

Solucidén: Segin el Ejemplo 10, A = <1 10

1 —1 1>. El diagrama que resume la

situacién es

(B1) R? — R? (€1)
Pl # QT o
(B2) R® ——R? (C2)

De esta manera B = Q' AP. Las matrices de cambio de coordenadas se obtienen
de manera directa por ser By y C; las bases candnicas de los espacios correspondien-

tes:
1 1 2
(3 8) ey e )

Multiplicando las matrices se obtiene la matriz B buscada:

B_<3/2 _1> <1 1 0> SR _<—2 3 —15/2>

—\1 _ B - - -1 :

f2o0)\t -1 1)\ " 0 1 -1/
Q-1 A |

P

Se observa que se obtiene la matriz calculada en el Ejercicio de la pagina 214.
o

7.2.4. ENDOMORFISMOS: MATRICES SEMEJANTES

Sea f : V. — V un endomorfismo. Para hallar una matriz coordenada de f
se utiliza el proceso antes expuesto. Sin embargo los endomorfismo presentan dos
peculiaridades:

= Las matrices coordenadas en cualquier base son cuadradas.
= Normalmente se utiliza la misma base para el espacio de partida y de llegada.

En lo que sigue, se busca la relacién que existe entre dos matrices coordenadas
de un endomorfismo f en bases distintas.

Sea By = {uj,...,u,} una base de V' y A la matriz coordenada de f asociada.
Sea By = {vy,...,v,} otra base de V' y B la matriz coordenada:

y = Ax, y = BX.
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Sea P € Mat,(R) la matriz regular de cambio de coordenadas entre By y By:
x=Px, y=Py.
De este modo se tiene:
y =Ax <= Py = APX <=y = P 'APXx < Bx = P 'APXx VX
es decir,

B =P 'AP

El siguiente diagrama representa el proceso anterior:

(B1) R® A Re (B1)
[ 4 [
(B2) R" ——R" (Bz)

Nota. Equivalentemente se verifica PBP~! = A.

Para matrices cuadradas se tiene la siguiente definicion:

Definicién 7.20. Dos matrices A, B € Mat,(R) se dicen semejantes si existe
una matriz P € Mat,(R) regular tal que B = P~1AP.

Proposicion 7.21. Las matrices semejantes representan un mismo endomorfismo
en bases distintas.

v Ejemplo 16. Sea f : R? — R3 el endomorfismo definido por:
f: R3 — R3
(a,b,¢) +— (2a—0b,b+c,c— 3a).
Se considera B la base canénica de R3 y By = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,0)}. En-

contrar la matriz coordenada A de f en base B; y una matriz P regular de modo
que P~ AP sea la matriz coordenada de f en base Bs.

Solucién: En primer lugar se plantea el diagrama asociado:

(B1) RPSSRP (B)
PT # PT p-1
(B2) R® —— R’ (B2)

Por ser B la base candnica, la construccion de P es inmediata: P =

O =
— o
(=R )



Aplicaciones 223

1 0 -1
La matriz P~! viene dada por: P~ = 0 0 1
-1 1 1
La matriz coordenada de f en base candnica B es A:
f(l,o,()) - (270,_3) 2 _1

£(0,1,0)=(-1,1,0) p = A= | 0 1
f(07 07 1) = (0, 1, 1) -3 0

Finalmente, la matriz coordenada de f en base B2 se calcula haciendo el siguiente
producto:

0
1
1

4 4 -1
PtAP=(-3 -2 0
-3 -3 2

Se deja como ejercicio comprobar que el resultado obtenido es correcto.
o

Observacién. El problema que se plantea de aqui en adelante es encontrar una base
de V en la que la matriz coordenada de un endomorfismo sea lo maés sencilla posible.
Equivalentemente, dada una matriz cuadrada, encontrar otra semejante a ella lo més
sencilla posible. Este problema se trata con detalle en el capitulo siguiente.

7.3. APLICACIONES

A continuacion se presenta una interpretacién geométrica de ciertas aplicaciones
lineales en el plano R? y en el espacio R3.

7.3.1. TRANSFORMACIONES EN EL PLANO

Considerar aplicaciones lineales del siguiente tipo:
R? — R?
x x’ x
<y> <y) -4 (y>
Dependiendo de la matriz A se obtienen distintas transformaciones del plano:

1. Reflexiones: El resultado de aplicar una reflexién a un vector es la imagen
especular del vector, donde el espejo es el eje de la reflexion.

s Reflexion respecto al eje OX: A= ((1) _01)

= Reflexion respecto al eje OY: A = <_01 (1)>
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= Reflexion respecto de la recta x =y: A= <(1) é)

C . -1 0
= Reflexion respecto al origen de coordenadas: A = < 0 _ 1).
2. Giro de angulo 0: El resultado de aplicar un giro de dngulo 8 a un vector es,
precisamente, el giro de angulo 6 del vector en sentido antihorario.

4 (cos 0 —send
~ \senf cos )’
Utilizando coordenadas polares se observa céomo el argumento del vector se

incrementa en 6:
(x,y) = (rcosa, rsena) =

'\ _ [cos® —senf\ (rcosa) _ [rcos(a+0)
y')  \senf cosf rsena)  \rsen(a+0))’
3. Proyecciones: FEl resultado de aplicar una proyecciéon a un vector es equiva-
lente a ver el vector en una dimensién menos.

= Proyeccion en el eje OX: A= <(1) 8)

= Proyeccién en el eje OY: A = (8 (1)>

4. Homotecias: El resultado de aplicar una homotecia a un vector es una dila-
tacién o contraccién del mismo, es decir, un vector de la misma direcciéon y
sentido que el original pero de diferente médulo:

0 k Si k > 1, la homotecia es expansiva.

A= <k: 0) - {Si 0 < k < 1, la homotecia es contractiva.
Observacion. Considerar la norma euclidea de R™, una aplicacién F : R" — R"
es una isometria si ||F(v)|| = ||v||. Las isometrias se pueden ver como aplicaciones
que conservan las distancias. De las cuatro transformaciones lineales del plano que
se han presentado, solamente las reflexiones y los giros son isometrias. Observar
ademds que en esos casos se tiene que la matriz A es ortogonal, es decir AA! = I.

7.3.2. TRANSFORMACIONES EN EL ESPACIO

Las transformaciones del plano tienen su analogo en el espacio:

1. Reflexiones:

= Reflexion respecto al eje OX: A=

O = O
_= o O
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1 0 0
= Reflexion respecto al eje OY: A= [0 -1 0
0 0 1
1 0 0
= Reflexion respecto al eje OZ: A=[0 1 0
00 -1
-1 0 O
= Reflexion respecto al origen de coordenadas: A= 0 -1 0
0 0 -1
2. Giro de angulo 6:
1 0 0

= Alrededor del eje OX: A= |0 cosf —send
0 senf cos#d
cos# 0O senf

= Alrededor del eje OY: A= 0 1 0
—senf 0 cosf

cosf) —senf 0
= Alrededor del eje OZ: A= [senf cosf 0
0 0 1

3. Proyecciones:

= Proyeccién en el plano x = 0: Transforma una pieza tridimensional en su
vista en perfil:

= Proyeccién en el plano y = 0: Transforma una pieza tridimensional en su
vista en alzado:

1 00
A=1(0 0 O
0 01

= Proyeccion en el plano z = 0: Transforma una pieza tridimensional en su
vista en planta:

1 00
A=10 1 0
0 0 0
Las transformaciones anteriores se realizan punto a punto.

4. Homotecias:

N
Il
oo
o x> o
> o o
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7.4. COMANDOS DE wzMazima

Dada una aplicacién lineal f : V. — W, wxMaxima no dispone de comandos
especificos para el célculo de los subespacios Ker f e Im f. Se pueden obtener sus
coordenadas utilizando una matriz coordenada A de f en bases By y By y los
siguientes comandos:

» Calcular la dimensién del nicleo de la matriz A, dim(Ker A), o equivalente-
mente la dimensién del espacio de soluciones del sistema homogéneo Ax = 0:

-=> nullity(A);

= Calcular una base del nicleo de la matriz A, o equivalentemente una base del
espacio de soluciones del sistema homogéneo Ax = 0:

- nullspace(A);

= Calcular una base del espacio de columnas de A, es decir, una base de Im A:

- columnspace (A) ;
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7.5. EJERCICIOS PROPUESTOS

’Aplicaciones lineales y subespacios

1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales:

2) fiR2 SR foy) = (- L —1).

b) f:R?® = R?% f(z,y,2) = (0,2x — 3y + 52).
c) f:Mat,(R) — Mat,(R); f(A4)= A%+ A.
d) f:Mat,xm(R) = R; f(A4) =rgA.

e) f:Rnfz] =R f(p(x)) = p(0).

£) f:Rsla] = Rafz];  f(p(x)) = 2p(x) + p'(2).
g) fRoR; f(z)=2a>

h) f:Maty(R) = R; f<i Z) =a® + b2

2. Sea la aplicacién lineal f : Rq[z] — Rq[z] dada por
f(=14+2)=-8+5z, f(2+2z)=4+9z.

Determinar f(a + bz) y f(10z — 15).
3. Hallar una aplicacién lineal f : R® — R* tal que Im f = {(z,0,2,2 +y) | z,y € R}.

4. Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal dada por f(z,y,z,t) = (z + 2y +t,y + 3z — t,0).
Dar una base de la imagen de los siguientes subespacios:

a) S =1{((1,0,1,0),(2,3,0,—1)).
b) T = ((0,0,3,2),(4,6,3,-1),(1,0,0,2)).

5. Sea f : R® — R? la aplicacién lineal dada por f(z,y,2) = (v +y + 2,2,y,z). Hallar
todos los vectores cuya imagen sea w = (4, 1, 3,0).

1 1 0

6. Sea f : R® - R? una aplicacién lineal dada por f(x) = (1 10

) x. Hallar las
dimensiones y una base de los siguientes subespacios:
a) §={xeR’|f(x) =0}
b) T={y e R?|f(x) =y con x € R3}.
7. Hallar en cada caso una base del niicleo y de la imagen:

a) f:Refz] > R f(p(z)) = (p(0),p(1)).

a b at+b b+c
b) g : Mate(R) — Mats(R); Q(C d):(chd d+a)'

8. Considerar las siguientes restricciones de las aplicaciones del ejercicio anterior.

a) flu, siendo U = Ry[z].
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b) glu, siendo U el subespacio vectorial de las matrices simétricas de orden 2.

Hallar en cada caso una base del ntcleo y de la imagen.

9. Se consideran las aplicaciones lineales f : V — W y g : W — Z. Probar que Ker f C
Ker (go f).

10. Sea una matriz A € Matsx7(R) con rg A = 4.

a) Cudl es la dimensién del espacio de soluciones de Ax = 07

b) ;Es compatible Ax = b para todo b perteneciente a R>? ;Por qué?

’Matriz coordenada. Equivalencia y semejanza de matrices

11. Estudiar cuéales de las siguientes matrices son equivalentes:
2 3 4
yB= (1 2 3)'

0
1l yB=
1

a) A=

—_ =

b) A=

O = =W =
— O~ W N

o O O
— =
O = O
—= o O

12. Se considera la aplicacién

f: Mata(R) — Maty(R)
)~ (D)

a) Demostrar que f es lineal.
b) Hallar la matriz coordenada A de f respecto de la base canénica de Maty(R).
c¢) Hallar el niicleo y la imagen de f asi como sus dimensiones y bases.

d) Hallar la matriz coordenada B de f respecto de la base:

a={(3 0086069}

e) Demostrar que las matrices A y B son semejantes.

13. Sea f:R3 — R3 dada por

T Ar1 + pre + x3
flae | =21+ Auze + 23
T3 Z1 + pre + A3

a) Hallar la matriz coordenada A de f en base candnica.

b) Encontrar los valores de A y p para los que la imagen de f es R3. En esos casos
determinar Ker f.

c) Sea A = 1. Encontrar una base de Ker f.
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d) Sea A = 1 y p = 0. Encontrar la matriz coordenada By de f respecto de la
base B;, la matriz coordenada By de f respecto de la base By y la matriz P que
proporciona la relacién de semejanza entre las dos matrices anteriores, siendo

By ={(-1,0,1),(0,1,0),(4,1,2)}, B2 ={(1,1,2),(1,1,0),(-1,1,-1)}.

14. Sea f : R® — Maty(R) la aplicacién lineal dada por

Tr — To — X
f($17l'2,x3):< ! 2 2 3)'

T3 —T1 T1 — T2

a) Hallar la matriz coordenada de f en bases candnicas.

b) Hallar el nicleo y la imagen de f.

15. Sea el endomorfismo f : R?* — R® cuya matriz coordenada en base B es A:

-2 a 1
B={(1,-1,0),(0,1,-1),(-1,0,0)}, A= 1 —2a 1
1 a —2

a) Hallar la matriz coordenada de f en base candnica.
b) Calcular los subespacios Ker f e Im f segtn los valores de a.
16. Dadas las bases By = {(1,4),(1,3)} de R? y By = {(2,0,1),(0,—1,0),(3,0,0)} de R?,

hallar la matriz coordenada B en bases B; y By de una aplicacién f : R? — R3 si su
matriz en bases canénicas es

-2 =2
A=1 3 3
1 0

Comprobar que las matrices A y B son equivalentes.

17. Dado el endomorfismo f : R* — R* definido por
f(e1) =2ez, f(ex) =ei+aey, fles)=ei+2e;—e3 f(es)=er—extez—ey,
donde B = {ej, ez, e3,e4} es una base de R*:

a) Calcular la matriz coordenada de f respecto a la base B.

b) Indicar si el endomorfismo es inyectivo, suprayectivo o biyectivo dependiendo de
los valores del parametro a.

c) Para a = 0 encontrar la preimagen del vector v cuyas coordenadas en base B son
(1,-1,1,-1).

18. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V' de dimensién 3. Sean B; = {uy, uz, us}
y Ba = {e1, es,e3} dos bases de V' de modo que

f(u1) =2e; +aex+e3, f(uz) =e +aey+2e;3, f(uz)=3e; + 3es.

u =e;+e, uUx=e€;+e3 U3=ez+es.

a) Hallar la matriz coordenada A de f en base Bj.

b) Hallar la matriz coordenada B de f en base Bs.
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25

26

c¢) Hallar una matriz P regular de modo que B = P~1AP.

d) Hallar Ker f e Im f segtin los distintos valores de a.

. Hallar la matriz coordenada asociada a la aplicacién lineal f : V. — W respecto de
By = {v1, va, v3} y Bw = {w1, wa, w3, w4} sabiendo que

f(vi+2ve—3vs) = wi—w3z—wy, [(2vi+vs)=2wa—wy, [(3vi+Ve)=wa+2ws.

‘ Tipos de aplicaciones ‘

Sean V' y W dos espacios vectoriales ambos con dimension finitany f: V — W una
aplicacién lineal. Probar que si f es suprayectiva, entonces f es biyectiva.

Demostrar que una aplicacién lineal f : R?T! — R™ no es inyectiva. Demostrar también
que es suprayectiva si y solo si dim(Ker f) = 1.

Construir una matriz A que pueda corresponder a una aplicacién lineal:
a) f:R®— R* inyectiva.
b) f:R* — R3 suprayectiva.
c¢) entre dos espacios cualesquiera biyectiva.
Razonar las respuestas:
a) ;Una aplicacién lineal f : R? — R* puede ser inyectiva?
b) ;Una aplicacién lineal f : R® — R? puede ser inyectiva?
c¢) ¢Una aplicacién lineal f : R? — R* puede ser suprayectiva?
d) ¢Una aplicacién lineal f : R? — R* puede ser inyectiva sin ser suprayectiva?

e) ¢(Una aplicacién lineal f : R® — RS puede ser inyectiva sin ser suprayectiva?

Sea f un endomorfismo de R? con matriz coordenada respecto de la base canénica
2 a+2 a
A=1|3 3 1
1 2 1

Discutir segiin los valores de a € R la existencia de f~! y hallar su matriz coordenada
respecto de la base candnica en los casos que exista.

. Se define la aplicacién f : R, [z] — R, [z] mediante f(p(x)) = mp(z) + p'(x).
a) Probar que f es lineal.

b) Hallar la matriz coordenada de f en base candnica.

c) Hallar Ker f e Im f segtin los valores de m. ;Existe algin valor de m para el que
f sea un isomorfismo?

0 a
b a+b

f 0 a . 0 6a + 3b
b a+b) \-2a—-b 4a+2b)"

. Considerar el subespacio F = { (
f: E — FE dado por

) ‘ a,be R} C Maty(R) y el endomorfismo
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a) Comprobar que {(01 é) , <$ ;)} forma una base de F.

b) Hallar la matriz coordenada de f respecto a la base anterior.

c) Hallar Ker f e Im f. jEs f inyectiva? ;Y suprayectiva?
27. Considerar f: R?® — R? un endomorfismo que verifica:
f(07]-71) = (0,@,2), f(ov]-vo) = (_5a07 _3)7 f(]-a_lvo) = (85 _276)

a) Hallar la expresién general de f: f(z,y, 2).
b) Hallar la matriz coordenada de f respecto a la base candnica.

c¢) Indicar si f es inyectiva, suprayectiva o biyectiva en funcién de los valores del
parametro a.

28. Encontrar la matriz coordenada de f en bases candnicas, comprobar que es biyectiva
y determinar f~!, siendo:

[ Ry [x] — R3

a+br+cr’> — (a—cb2a—c).
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7.6. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

‘Aplicaciones lineales y subespacios‘

1. Son aplicaciones lineales los casos: b), ¢), e), f).
2. fla+bx)=(5a—3b) + (22L=2) z. f(10z —15) = —105 + 25,

3. La manera més simple de definir f es: f(x,y,z2,t,w) = (x,0,z,z + y). Otra forma es
dar la imagen de los elementos de una base de R5. Por ejemplo, podemos considerar:

f(el) = f(e2) = f(e?)) = (1707 1, 1)7 f(e4) = f(ef)) = (070707 1)'

4. a) Bf(S) = {(]., 3, O), (7, 4, 0)} b) Bf(T) = {(2, 7, O), (3, —2, O)}
En ambos casos también sirve la siguiente base: {(1,0,0), (0,1, 0)}.
5. f~1(w)=(0,3,1).
6. a) El subespacio S es precisamente Ker f. Bs = {(0,0,1)}, dim S = 1.

b) El subespacio T es precisamente Im f. By = {(1,1), (1, —1)} o, alternativamente,
{(1,0,(0,1)}. dimT = 2.

7. a) Kerf= (22 —2). Im f = ((1,0),(0,1)).

- (=396 -6 )

En ambos casos, las bases vienen dadas por los elementos de los sistemas generadores.

8. ) Kerfly = {0} = By = 0. Bun sy = {(1,0), (0, 1)}
b) Kerg'U = {0} = BKerg|U = @

s ={(3 ) (1 5)- (D}

9. Utilizar que ¢g(0) = 0 por ser g una aplicacién lineal.
10. a) dim(KerA) = 3.
b) El sistema no es compatible pues dim(Im A) =rg A =4 # 5.

’Matriz coordenada. Equivalencia y semejanza de matrices

11. Para que dos matrices sean equivalentes han de tener la misma dimensién y el mismo
rango. Esas dos propiedades solo se cumplen en el apartado b).

-1 0 20
0 -1 0 2
12 D) A=, 4 1 o
0 0 0 1

¢) Ker f = {0} = Bkerf =0 y dim(Ker f) = 0.
Im f = Maty(R). Como base de Im f se puede considerar, por ejemplo, la base
candnica del espacio Maty(R) = dim(Im f) = 4.
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13.

14.

15.

16

17.

18.

-1 2 4 0

I I CR VA
d) B = 0 4/3 53 -2
0 0 0 1
10 0 0
. . ., 1 . 0 210
e) Las matrices A y B verifican la relacién B = P! AP, siendo P = 01 2 0
0 0 01
Aop 1
a) La matriz coordenada en base canénicaes A= [1 Ap 1
1w A
b) Imf =R3 <= rgA =3 < u(\—1)2(A\ +2) # 0. En esos casos, Ker f = {0}.
C) BKerf = {(1507_1)7(&17_#)}'
0 0 2 3/2 12 —1 1 -3 -1/3
d) By=|0 0 4). By= (3 Y2 —1|. P=Pg, =|Y2 356 43
0 0 2 0 0 0 o 1 —1/3
1 -1 0
0 1 -1
B A=1 o
1 -1 0
1 0 0 -1
b) Ker f=((1,1,1)). Im f = <(_1 1) , <1 0 >>
-3 0 0
a) B=|10 -3 3(-1) |.
1 2 —2(a-1)
b) Kerf = <(07a_ 171)> Imf = <(_370a 1)7(07 _372)>
1 1 11
. Lamatriz B= | —15 —12 | y se obtiene haciendo B = Q="' AP, siendo P =
4 3
—4 710/3
2 0 3
yQ=1(0 -1 0
1 0 0
01 1 1
2 a 2 -1
WA=l 0 11
00 0 -1
b) reA=4 Va€R, por lo que f es biyectivo para todo valor de a.
C) .f_1(1:_1a17_1) = €4.
(a+1)/2  (a=1)/2 0 0 2 1 a1/ —1/3
a) A=[B-a))2 B-a)2 3|. b)B=|a 0 0. ¢c)P=| Y2 -2 1)
(a=1)/2  (a+1)/2 0 01 2 -2 1z 1/2

d) En términos de By: Ker f = (e1), a=0 Imf = {e1, e5), =0
0, a#0, % a #0.
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1 -3 -2
4 —-11 -6
19. A= -5 17 10
-4 12 7

‘ Tipos de aplicaciones ‘

20. Ayuda: Utilizar el teorema de las dimensiones.
21. Ayuda: Utilizar el teorema de las dimensiones.

22. a) A € Matyu3(R) yrgA = 3. b) A € Matsxs(R) y rgAd = 3. ¢) A debe ser
cuadrada y regular.

23. Ayuda: Utilizar el teorema de las dimensiones. Los apartados a) y d) tienen respuesta
afirmativa.
1 a—-2 2(1-a)
24. Existe f~! <= a # 2. En ese caso, A~ = ﬁ -2 2—a 3a-2
3 a—2 —3a

m 1 0
0 m 2
25. b)A=|: = . ¢ | &Mat,1(R).
o 0 -+ m n
o 0 -+ 0 m

c) A es una matriz triangular superior. Rango de A =n+1 <= m # 0.

m # 0= f es isomorfismo.

e 0 s {Kerf:(l)
Imf= (1o ...,2"").

26. b)A:G g)

c) Kerf = <(_02 _11> > Imf = <<_01 g) > f no es inyectiva ni suprayectiva.

27. a) f(x,y,2z) = (3x — by + 5z, —2x + az, 3z — 3y + 52).

3 -5 5
by A=1-2 0 a
3 -3 5
c) 1IgA=3<=a# ’Tlo. Por tanto, si a # ’Tlo, entonces f es un isomorfismo. Si
a= ’Tlo, f no es ni inyectiva ni suprayectiva.
1 0 -1
28. A=10 1 0 |.Como el rango de A es 3, entonces f es un isomorfimso. La matriz
2 0 -1
-1 0 1
coordenada de f~'es A~ =| 0 1 0] = por lo que
-2 0 1

Y d,e, f) = (—d+ f) +ex + (—2d + f)z>.



CAPITULO 8

Valores y Vectores Propios:
Diagonalizacion y Jordan

Tras el estudio de las aplicaciones lineales en general, este capitulo se centra en
un caso particular de estas, los endomorfismos. Se recuerda que un endomorfismo
es una aplicacién lineal de un espacio vectorial V en si mismo. Si el espacio V tiene
dimensién n, la matriz coordenada del endomorfismo en una determinada base de
V es cuadrada, A € Mat,(R).

Dado un endomorfismo f : V — V, un problema interesante es encontrar una
base de V' en la que la matriz coordenada de f adopte la forma “mas sencilla posible”.
En particular se pretende encontrar, cuando sea posible, una base en la que la
matriz coordenada sea una matriz diagonal. En caso de existir dicha base y la matriz
diagonal correspondiente, el endomorfismo se dice diagonalizable. Para resolver el
problema anterior es necesario introducir las definiciones de valor y vector propio.
Estos conceptos surgieron en el siglo XVIII con el estudio de ecuaciones diferenciales
desarrollado por Lagrange y Laplace. Cauchy también los utilizé, asi como Sylvester
en sus trabajos aplicados a fisica que generalizé Weierstrass.

Para aquellos endomorfismos f en los que no sea posible encontrar la base en la
que la matriz coordenada sea diagonal, es decir endomorfismos no diagonalizables, se
buscan bases de V' en las que la matriz coordenada sea “casi diagonal”. Utilizando la
nocién de matrices semejantes, Jordan en su Traité des substitutions (1870) resolvié
el problema, introduciendo la denominada forma candnica de Jordan.

235



236 Valores y Vectores Propios: Diagonalizacion y Jordan

8.1. VALORES Y VECTORES PROPIOS

Se introducen a continuacién algunos de los conceptos necesarios para abordar el
problema de la diagonalizacion de un endomorfismo f : V — V', es decir, encontrar
una base de V' en la que la matriz coordenada de f sea diagonal.

Para ello se estudian aquellos vectores no nulos de V tales que la imagen por f
es proporcional al vector. Se dice que tales vectores son vectores propios de f y la
constante de proporcionalidad se denomina valor propio de f.

Las definiciones se pueden plantear en términos del endomorfismo f, o paralela-
mente, para una matriz cuadrada A.

Definicion 8.1.

= Sea V un espacio vectorial real y f : V — V un endomorfismo. Sea v € V
un vector no nulo (v # 0) y A € R. Se dice que v es un vector propio de
f de valor propio A si:

f(v) = Av.

» Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada. Sea x € R™ un vector no nulo
(x #0) y A € R. Se dice que x es un vector propio de A de valor propio
A si:
Ax = Ax.

Hay que observar que los conceptos de valor y vector propio van ligados, es decir,
para que exista uno debe existir el otro.

v Ejemplo 1. Dado el endomorfismo
f: R3 — R3
(,y,2) — (z—y—2z —c+y—2z —c—y+2)
comprobar que el vector v = (1,1, 1) es vector propio de f de valor propio A = —1.
Solucién:

fv)=f(1,1,1) = (=1,-1,-1) = —1(1,1,1) = —1v.

Los apartados 1 y 2 de la Definicién 8.1 se relacionan del siguiente modo:

Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita n, f : V' — V un endomor-
fismo y B = {vi,...,v,} una base de V. Sea A € Mat,,(R) la matriz coordenada de
f en la base B. Sea v € V un vector no nulo cuyas coordenadas en B son

x1
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Entonces:

v es un vector propio de f de valor propio A si y solo si x es un vector
propio de A de valor propio A.

Nota. En la literatura pueden encontrarse otras nomenclaturas para los conceptos
de valor y vector propio, por ejemplo autovalor para los valores propios y autovector
para los vectores propios.

El calculo de los valores y vectores propios directamente con la definiciéon puede
no ser del todo efectivo, sobre todo si se pretende utilizar f. Se propone el siguiente
teorema que proporciona un resultado para el cdlculo practico de los valores propios.
En la seccién siguiente se introduce el cdlculo de los vectores propios.

Teorema 8.2. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finitany f:V =V
un endomorfismo. Sea A € Mat, (R) la matriz coordenada de f en una cierta base B
de V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es un valor propio de A.
2. El sistema de ecuaciones (A — Al,,)x = 0 tiene soluciones distintas de la trivial.
3. |A—= )\, =0.

Demostracion. Por su propia definicion A € R es un valor propio de la matriz
A € Mat,(R) < existe un vector x € R™ no nulo tal que Ax = A\x < el siste-
ma homogéneo (A — AI,,)x = 0 tiene solucién no trivial. Esto ocurre si y solo si
rg(A—XM,) <n & |A- A, =0.

O

Definicién 8.3. Sea A € Mat,,(R) una matriz cuadrada. El polinomio de grado
n que resulta de calcular p(t) = |tI,, — A|, se llama polinomio caracteristico
de A:

p(t) = |t — Al =" — (tr A"t + -+ (=1)"|A].

Observacién. Tal como se ha definido el polinomio caracteristico es monico, es
decir, su coeficiente director es +1. En otros textos puede aparecer definido como
p(t) = |A —th].

Corolario 8.4. Los valores propios de una matriz cuadrada A € Mat, (R) son las
raices reales de su polinomio caracteristico.

Observacion. El polinomio caracteristico de una matriz A € Mat,(R), cuadrada
con coeficientes reales, puede tener todas sus raices reales (en este caso coinciden
con los valores propios) o puede tener raices no reales, como muestran los siguientes
ejemplos:
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-1 0

0 1
teristico p(t) = t? — 1, cuyas raices son —1 y 1. Es decir, los valores propios de
Ason A\ =—1y X =1

» La matriz A = < ) € Maty(R), cuadrada real, tiene polinomio carac-

0
1
terfstico p(t) = t2 + 1, cuyas raices son complejas i, —i. Por tanto, segin la
definicién A no tiene valores propios.

-1
s La matriz A = < 0 ) € Maty(R), cuadrada real, tiene polinomio carac-

Observacion. De aqui en adelante se consideran matrices A € Mat, (R) en las que
todas las raices del polinomio caracteristico son reales.

Definicion 8.5. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finitan, f: V — V
un endomorfismo y B una base cualquiera de V. Sea A € Mat,,(R) la matriz coor-
denada de f en la base B. Se llama polinomio caracteristico de f al polinomio
caracteristico de A.

Observacion. Esta definicién no depende de la base escogida, ya que si se considera
otra base B; en la que la matriz coordenada de f sea B, entonces, como se ha visto
en el Capitulo 7, existe una matriz P regular tal que B = P"1AP y,

tI, — B| = |tI, — P"'AP| = |P~'tI,P — P"'AP|
= [P~ ! (tl, — A)P| = [P~ |tL, — A |P|
= |tI, — A|.

Consecuencias.

= Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto los
mismos valores propios.

= ) es valor propio de f <= X\ € R y es raiz de su polinomio caracteristico.

Definicion 8.6. Sea V un espacio vectorial real, f : V. — V un endomorfismo
y A € Mat,(R) la matriz coordenada de f en una base B de V. Sea A € R
uno de los valores propios de f, o equivalentemente, de la matriz A. Se define la
multiplicidad de A como el niimero de veces que aparece como raiz del polinomio
caracteristico de f.

Segtn esto el polinomio caracteristico se puede escribir como:

p(t) = (t—A)™ - (t— A\)™,
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donde Ap,..., A\ € R son los valores propios (distintos) y mi, ..., m, son sus multi-
plicidades respectivas.

Asi, para calcular los valores propios de un endomorfismo f : V' — V se propone
seguir los siguientes pasos:

» Hallar la matriz coordenada A de f en una cierta base de V' (por simplicidad
se recomienda la base candnica).

= Hallar el polinomio caracteristico de A.

= Hallar las raices reales de dicho polinomio. Es decir, resolver |AI,, — A| =0, o
equivalentemente, |A — A\I,,| = 0.

v Ejemplo 2. Dado el endomorfismo:

f: R3 — R3
(I,y,Z) = (x—y—Z,—I+y—Z,—:E—y+Z),
calcular los valores propios de f y sus multiplicidades asociadas.

Solucién: Se calcula la matriz coordenada de f en la base canénica de R3:

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1

Para determinar los valores propios de f se utiliza la matriz A, calculando las
raices de su polinomio caracteristico (con sus correspondientes multiplicidades):

1-x -1 -1 “1-X —1-X —-1-2)
|A— X3l =] -1 1-X —1|=| -1 1-x -1 |=
-1 -1 1-2A ~1 -1 1-X
11 1 11 1
—(I+N|-1 1-X 1 |=—=1+N0 2-X 0 |=-A+1)A-2)%
-1 -1 1-X 0 0 2-2X

Asi el polinomio caracteristico y los valores propios con sus respectivas multipli-
cidades son:

/\1:—1, m1:1

p(t) = (t+1)(t - 2)2 = {/\2 =2, me = 2.
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8.2. SUBESPACIOS FUNDAMENTALES

Dado un endomorfismo f sobre el espacio vectorial real V', el conjunto de los vec-
tores propios asociados al mismo valor propio, junto con el vector nulo, constituyen
un subespacio vectorial de V', como se demuestra a continuacion. Si se considera un
valor propio A y un vector propio asociado v € V', entonces todo multiplo escalar de
v distinto de cero también es un vector propio de f, es decir, dado a € R:

flav) = af(v) = a(Av) = AMav).

Ademas si se consideran dos vectores propios vi,ve € V asociados al mismo
valor propio A, entonces su suma también es un vector propio correspondiente al
mismo valor propio:

f(v1 + VQ) = f(Vl) + f(VQ) = Av] + Avg = /\(Vl + V2).

Es decir, se puede dar la siguiente definicién:

Definicion 8.7. Sea V un espacio vectorial real, f : V' — V un endomorfismo y
A € R un valor propio de f. El subespacio

S(f;N) ={veV]fv)=Av}

se dice subespacio fundamental de valor propio A para f.

Observaciones.

» El subespacio anterior S(f,\) # {0}, es decir dim S(f,\) > 1, por la propia
definicién de valor y vector propio, ya que si A es un valor propio de f, entonces
existe v # 0 cumpliendo f(v) = Av, es decir, existe v € S(f, ).

s S(f,A) estd formado por los vectores propios de f de valor propio A y por el
vector nulo de V', ya que si este no estuviese no podria ser subespacio.

De manera andloga si se trabaja con la matriz cuadrada A se puede dar la

siguiente definicién:

Definicién 8.8. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada y A € R un valor propio
de A. El subespacio
S(A,N) = {x eR" | Ax = \x}

se dice subespacio fundamental de valor propio \ para A.

Nota. El subespacio fundamental S(A,\) estd formado por los vectores propios
de A de valor propio A y el vector nulo. Ademés este subespacio no puede ser nulo
pues en ese caso no existiria el valor propio .
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Observaciones.

= Si A es la matriz coordenada de f: V — V en la base B del espacio vectorial
real V', entonces S(A,\) estd formado por las n-tuplas coordenadas de los
vectores de S(f,\) en la base B.

» En la préctica suele resultar més sencillo calcular S(A, ), para lo cual se
resuelve Ax = Ax o equivalentemente el sistema homogéneo compatible inde-
terminado (A — AI,,)x = 0. Es decir,

S(4,)) = Ker(A = \,)]

v Ejemplo 3. Dado el endomorfismo f : R? — R3 definido por

Y1 1 -1 -1 il
pl=1-1 1 -1 z9 |,
Y3 -1 -1 1 T3

A

calcular los subespacios fundamentales. (Observar que se trata del mismo endomor-
fismo del Ejemplo 2).

Solucién: Los valores propios ya han sido calculados previamente
)\1 = —1, my = 1
)\2 = 2, mo = 2.

En este caso, por tratarse de un endomorfismo de R? y la matriz A ser matriz
coordenada de f en base candnica, el subespacio S(f,\) coincide con el subespacio

S(A, \).

L [S(A,—1) = Ker(A + Iy) |

Es decir, se debe encontrar la solucién general del sistema (A4 I3)x = 0. Para
ello se usa el método de Gauss como se hace habitualmente.

2 -1 -1]0 -1 2 -1 )
1 2 —1lo]2x 2 -1 —1]o0 21
-1 -1 2|0 -1 -1 2 |o) MY

(A+I3 | 0)
“1o2 1[0y /12 S0
0o 3 -s3lo| 29 (0o 3 —3|0| 205
0 -3 310 0 0 00

—1 2 =10\ L, (- 1o

0 1 —1]o| 22 o 1 —1]0
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Las ecuaciones implicitas y paramétricas del sistema anterior son:

—r+2z2=0 v
{ B = Y=« a €R,
y—z=0
Z=a«

de donde se deduce que S(A,—1) = ((1,1,1)). Una base de este subespacio es
{(1,1,1)} y por tanto tiene dimensién 1.

Para asegurar que los cdlculos estan bien, se puede comprobar, siguiendo la

definicién, que vi = (1,1, 1) es un vector propio de A de valor propio A; = —1.
1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 -1 1]=1-1]=-11{1
-1 -1 1 1 -1 N\
——
A Vi Vi

2. |S(4,2) = Ker(A — 21I3) |

En este caso se trata de resolver el sistema homogéneo (A — 213)x

|
L

-1 -1 —-1|0 -1 -1 -1

P 0 P 11 1]0
-1 -1 =10 2= 0 o0 o010 = 000/0],
1 -1 —1]0o) ™D X0 o0 o0 o 00 00
(A—2I3 | 0)
cuyas soluciones son:
r =
z+y+2=0 = y=7p, o, BeR.
z=—-a—0

Es decir, el subespacio fundamental es:
S(A,2) ={(a, B, —a = B) | a, B € R} = ((1,0,-1),(0,1,-1)).

De los célculos anteriores se deduce que la dimensién de S(A,2) es 2 y una
base puede ser {(1,0,—1),(0,1,—1)}.

N

Una vez entendidos los conceptos de valor y vector propio y subespacio funda-
mental, en el siguiente resultado se muestran algunas propiedades de estos subespa-
cios.

Teorema 8.9. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita n. Sea f : V —
V un endomorfismo y sean Ai,..., A, € R los distintos valores propios de f con
multiplicidades my, ..., m,, respectivamente. Se considera A € Mat, (R) la matriz
coordenada de f en una base BB de V', entonces:
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1. La suma de los subespacios fundamentales, S(f,\;), i =1,...,r, es directa,

S(f,\) @@ S(f, Ar).

2. La dimensién de los subespacios fundamentales se puede calcular como:

dim S(f, ) =n—rg(A—NI,), Vi=1,...,r

3. La dimensién de los subespacios fundamentales se acota como sigue:

1<dimS(f, ) <my, Vi=1,...,r
Observaciones.

T
» Se verifica: ZdimS(f, i) < n.
i=1

= Si A es un valor propio de multiplicidad 1, entonces dim S(f, ) = 1.

Nota. En el Ejemplo 3, dimS(A,—1) = 1 = m; y dimS(A4,2) = 2 = mg. En
particular, como la suma de los subespacios fundamentales es directa y el espacio
vectorial V' = R? tiene dimensién tres, se verifica ademds la igualdad:

R? = S(A, 1) ® S(A,2).

El hecho de que la suma de los subespacios fundamentales sea el espacio total
no tiene por qué ocurrir siempre (ver Teorema 8.11).

~~ Ejercicio. Comprobar que los subesapcios fundamentales del Ejemplo 3 verifi-

can S(A,—1)NS(A,2) = {0}.

8.3. DIACONALIZACION

Dado un espacio vectorial real V' de dimensién finita, dim V = n, un endomor-
fismo f: V — V y una matriz coordenada de f, A € Mat, (R), el objetivo de este
capitulo es encontrar, si existe, una base D de V en la que la matriz coordenada de
f sea diagonal D, o equivalentemente encontrar una matriz D diagonal semejante a
A. En caso de existir D, el endomorfismo f, y en consecuencia la matriz A, se dice
diagonalizable.

Se comienza con un ejemplo sencillo antes de resolver el problema de manera
general.
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v_ Ejemplo 4. Se considera el endomorfismo f : R? — R? dado por:
J

f(z,y) = (—z +2y,y).

Se puede comprobar que la matriz coordenada de f en la base candnica de R? es

-1 2
()

mientras que la matriz coordenada en la base D = {(1,1),(1,0)} es diagonal:

p=(s 4.

Si se calculan los valores propios de A se obtienen A\ = 1 y Ay = —1. Calculando
los subespacios fundamentales se observa que S(f,1) = ((1,1)) y S(f,—1) = ((1,0)).
Es decir, la matriz D tiene en su diagonal los valores propios de A y la base D estd
formada por vectores propios.

o

Definicion 8.10.

= Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita ny f: V — V un
endomorfismo. Se dice que f es diagonalizable si V' posee una base en la
que la matriz coordenada de f es diagonal.

s Sea A € Mat,(R), se dice que A es diagonalizable si es semejante a una
matriz diagonal, es decir, existe una matriz P regular tal que P~1AP = D,
siendo D € Mat,,(R) una matriz diagonal.

Observaciéon. Los dos conceptos anteriores se encuentran relacionados, como se
muestra a continuacién. Sea A la matriz coordenada del endomorfismo f:V — V
en una base B de V. Entonces f es diagonalizable si y solo si existe una base D de V'
con matriz coordenada diagonal D, es decir, A y D son matrices coordenadas de un
mismo endomorfismo en bases distintas. Entonces, existe una matriz regular P, de
cambio de coordenadas tal que P~'AP = D, equivalentemente, A es diagonalizable.
Conclusién:

‘ f es diagonalizable <= A es diagonalizable‘

El proceso de diagonalizacion se puede resumir en el siguiente diagrama conmu-
tativo:
(B)  R'—mR'(B)

S

(D)  E'—sR" (D)



Diagonalizacion 245

El problema que se plantea es encontrar condiciones bajo las que un endomor-
fismo es diagonalizable. El siguiente resultado proporciona la solucién.

Teorema 8.11. Sea V un espacio vectorial real condimV =ny f: V — V un endo-
morfismo cuyo polinomio caracteristico tiene todas sus raices reales. Si Ay, ..., A\, € R
son los distintos valores propios de f con multiplicidades respectivas mq, ..., m,, en-
tonces son equivalentes:

1. f es diagonalizable.

2. dim S(f, \i) =my, Vi=1,...,r.

3. V=8, )@ - aS(f,\).

4. Existe una base de V formada por vectores propios de f.

Corolario 8.12. Sea f : V — V un endomorfismo. Si el polinomio caracteristico
de fesp(t) = (t— A1) - (t — A\n), con todos los \;’s € R distintos, entonces f es
diagonalizable. Es decir, si todos los valores propios de f tienen multiplicidad 1,
entonces f es diagonalizable.

Observacion. Teniendo en cuenta la identificacién que hay entre endomorfismos y
matrices cuadradas se puede enunciar el andlogo del teorema y del corolario anterior
para matrices cuadradas A € Mat,(R).

Corolario 8.13. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada de orden n. Si A tiene n
valores propios distintos (y reales), entonces A es diagonalizable.

El Teorema 8.11 no solo indica cuando el endomorfismo es diagonalizable, sino
cémo construir la base en la que la matriz coordenada es diagonal D, y por tanto
P. Se propone un esquema de trabajo:

1. Dado el endomorfismo f calcular la matriz coordenada A (se aconseja en base
candnica) y hallar los valores propios de A y sus multiplicidades.

2. Calcular la dimensién de los subespacios fundamentales y comprobar si cada
una coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio. En caso
afirmativo seguir, en caso negativo parar y decir “A (o el endomorfismo f) no
es diagonalizable”, ver Seccién 8.5.

3. Si A es diagonalizable, construir la matriz diagonal D que tiene como entradas
en la diagonal los valores propios de A repetidos segtin su multiplicidad.

4. Calcular bases de los subespacios fundamentales S(A, \;) y a partir de ellas
obtener bases de los subespacios S(f, \;) juntdndolas (en el orden adecuado
a como se han colocado los valores propios en la diagonal) para obtener una
base de vectores propios de f en la que la matriz coordenada es D.
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5. Hallar la matriz P de cambio de coordenadas, entre la base de vectores propios
calculada y la base inicial, tal que P~'AP = D.

V' Ejemplo 5. Sea A la matriz coordenada de un endomorfismo f : R® — R3 en

la base canénica:
1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1
Es f diagonalizable? En caso afirmativo, hallar la matriz coordenada diagonal

D y una base D en la cual D es la matriz coordenada del endomorfismo. Hallar
también una matriz P regular tal que P~'AP = D.

Solucién: Observando que se trata del endomorfismo de los ejemplos anteriores, se
aprovechan los calculos ya realizados.

1. En primer lugar se hallan los valores propios de A y sus multiplicidades,

/\1:—1, m1:1
/\2:2, m2:2.

2. Se calcula a continuacién la dimension de cada subespacio fundamental, com-
probando si esta dimension coincide con la multiplicidad del valor propio co-
rrespondiente.

» dim S(A4,—1) =1 ya que la multiplicidad de Ay = —1, mq, es igual a 1.
» dimS(A4,2) =3 —rg(A—2])=3—-1=2=mo.

Tras comprobar la igualdad de las dimensiones con las multiplicidades respec-
tivas, se deduce que A es diagonalizable, y por tanto lo es f.

3. Se construye la matriz diagonal D, que tiene en la diagonal los valores propios

de A:
-1 0 0
D=0 20
0 0 2
4. Para hallar la base D de vectores propios en la cual D es la matriz coor-
denada del endomorfismo, se calculan bases de cada uno de los subespacios

fundamentales.
» Bsa,-1 ={(1, 11}
= Byag) ={(1,0—1),(0,1,—1)}.

Por trabajar en R3 con base candnica se tiene que S(4,\;) = S(f, \i). Jun-
tando las bases de los subespacios fundamentales (en el orden indicado), se
obtiene por tanto una base de vectores propios:

D ={(1,1,1),(1,0,—1), (0,1,—-1)}.
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5. El diagrama conmutativo que representa el cambio de coordenadas es:

() R3 4, R3 ©)
1
(D) R® —— R (D)

donde C es la base canénica de R3. La matriz P regular tal que P~'AP = D
es la matriz del cambio de coordenadas entre las bases D y C. En este ejemplo
concreto por ser la base inicial la candnica, para hallar P basta colocar los
vectores de la nueva base D en columnas,

1 1 0 I3 1/3  1/3
P=11 0 1 — Pl=1|25 -13 -3
1 -1 -1 -1/3 2/3 -1/3

Para cerciorarse de que el resultado es correcto se comprueba que P~1AP = D.
o

Observacion. Notar que la matriz P del cambio de coordenadas no es unica, ya
que las bases de cada subespacio fundamental S(A, A;) no lo son. Sin embargo la
matriz D, si existe, es Unica salvo orden de los valores propios.

v’ Ejemplo 6. Sea A la matriz coordenada de un endomorfismo f : Ry[z] — Ro[x]
en la base canénica B = {1,z,2%}:
1 -1 -1
A=1-1 1 -1
-1 -1 1
Es f diagonalizable? En caso afirmativo, hallar la matriz coordenada diagonal
D y una base D en la cual D es la matriz coordenada del endomorfismo. Hallar
también una matriz P regular tal que P~'AP = D.

Solucién: Observar que la matriz A coincide con la del Ejemplo 5 por lo tanto
son vélidos todos los calculos anteriores. En particular A y f son diagonalizables.
La tnica diferencia con dicho ejemplo es la construccién de la base D de vectores
propios de f pertenecientes a Ro[z].

Para hallar la base D de vectores propios en la cual D es la matriz coordenada
del endomorfismo f, se reconstruyen los subespacios fundamentales S(f, ;) a partir

de los S(A, \).
" BS(A,—l) = {(17 17 1)} ~ BS(f,—l) = {1 + x4+ 322}_
» Bgae) = {(1,0-1),(0,1,—-1)} ~ Bs(fo) = {1—222—2%}.

Juntando las bases de los subespacios fundamentales (en el orden adecuado), se
obtiene por tanto una base de vectores propios:

D={1+z+2%1—2%z—2?}.
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8.4. DIACONALIZACION ORTOGONAL

En este apartado se trata de resolver el mismo problema de la diagonalizacién
propuesto anteriormente pero anadiendo alguna condicién de ortogonalidad sobre la
nueva base.

Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension n, es decir, un espacio vectorial
real en el que se ha definido un producto escalar. Dado un endomorfismo f: V — V,
el objetivo ahora es, cuando sea posible, encontrar una base ortonormal de V respecto
de la cual la matriz coordenada de f sea diagonal. En caso de existir dicha matriz y
la base ortonormal de V| el endomorfismo f se dice ortogonalmente diagonalizable.

Definicién 8.14. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimensién finita n y sea
f:V — V un endomorfismo. Se dice que f es ortogonalmente diagonalizable
si existe una base ortonormal de V' en la que la matriz coordenada de f es diagonal.

Definicién 8.15. Sea A € Mat,(R), se dice que A es ortogonalmente dia-
gonalizable si existe una matriz P € Mat,(R) ortogonal (P~! = P') tal que
P7'AP = D (o equivalentemente P'AP = D), siendo D € Mat,(R) una matriz
diagonal.

Observacion. Los conceptos anteriores se relacionan como en el caso de la diago-
nalizaciéon. Considerando A la matriz coordenada del endomorfismo f : V — V en
una base ortonormal de V,

‘ f es ortogonalmente diagonalizable <= A es ortogonalmente diagonalizable‘

Para poder proponer un teorema que indique cudando un endomorfismo f, o
una matriz A € Mat,(R), es ortogonalmente diagonalizable se necesitan algunos
conceptos previos.

Definicién 8.16. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo. Un endomorfismo
f:V =V se dice simétrico si verifica

(f(w),v) =(u, f(v)) VuveV

V' Ejemplo 7. Sea f : R? — R? un endomorfismo dado por:
Se considera el producto escalar usual de R2. Se comprueba que:

» (f(z,y), (2" y) = ((z+y, 2z —y),(@,y)) = 22’ + y2’' + 2y — yy'.
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= ((z,y), f(o, ) = ((z,y), @+, 2" =) = z2’ + xy/ + ya' —yy'.

Por tanto (f(z,y), (2',y)) = ((z,y), f(2',y')), y f es un endomorfismo simétrico.
o

Comprobar si un endomorfismo es o no simétrico con la definicién anterior en
general no resulta cémodo. La siguiente proposicion facilita dicha comprobacién.

Proposicion 8.17. Sea V un espacio vectorial euclideo, f : V — V un endomorfis-
mo y A la matriz coordenada de f en una base ortonormal de V. Entonces f es un
endomorfismo simétrico si y solo si A es una matriz simétrica.

Los valores propios de los endomorfismos simétricos verifican:

Proposicién 8.18. Sea V un espacio vectorial euclideo y f : V — V un endo-
morfismo simétrico. Entonces todas las raices del polinomio caracteristico de f son
reales. Dicho de otro modo, todas las raices del polinomio caracteristico son valores
propios de f.

El resultado que se propone a continuacién proporciona la respuesta a cuando
un endomorfismo es ortogonalmente diagonalizable.

Teorema 8.19. Sea V un espacio vectorial euclideo, f : V' — V un endomorfismo
v AL,-.., A € R las distintas raices del polinomio caracteristico de f con multiplici-
dades respectivas mq, ..., m,. Entonces son equivalentes:

1. f es ortogonalmente diagonalizable.
2. f es un endomorfismo simétrico.

3. V=S(f,\)®---®S(f,\), siendo los subespacios fundamentales S(f, \;)’s
ortogonales entre si.

4. V posee una base ortonormal formada por vectores propios de f.

Puede enunciarse un teorema analogo al anterior redactado en términos de ma-
trices A € Mat, (R).

Teorema 8.20. Sea A € Mat,(R) una matriz cuadrada real, Aj,..., A, € R las
distintas raices del polinomio caracteristico de A con multiplicidades respectivas
mq, ..., m,. Entonces son equivalentes:

1. A es ortogonalmente diagonalizable.
2. A es una matriz simétrica.

3. R"=S(A,\)®---®S(A, \), siendo los subespacios fundamentales S(A, \;)’s
ortogonales entre si.

4. R™ posee una base ortonormal formada por vectores propios de A.
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Observacion. Recordar que la matriz del cambio de coordenadas entre dos bases
ortonormales es una matriz ortogonal, es decir PP* = P'P = I, (ver Proposi-
ci6én 6.19).

Para resolver un problema de diagonalizacién ortogonal se comienza estudiando
si el endomorfismo f es simétrico. Para ello se calcula una matriz coordenada de
f en una base ortonormal y se comprueba si es simétrica. Para obtener una base
ortonormal en la que la matriz coordenada de f sea diagonal basta aplicar el método
de Gram-Schmidt a una base de cada subespacio fundamental S(A, \;) normalizando
los resultados obtenidos y reconstruyendo los subesapcios S(f, A;). Juntando las
bases ortonormales que se acaban de construir se obtiene la base buscada.

Con el siguiente ejemplo se propone un esquema de trabajo con los pasos que se
pueden seguir para resolver este tipo de problemas.

v' Ejemplo 8. Sea el espacio euclideo R3 y sea A la matriz coordenada de un
endomorfismo f : R? — R3, en la base canénica:

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1

LEs f ortogonalmente diagonalizable? En caso afirmativo, hallar la matriz coor-
denada diagonal D y una base ortonormal D en la cual D es la matriz coordenada
del endomorfismo. Hallar también una matriz P ortogonal tal que P!AP = D.

Solucién: Observando que se trata del endomorfismo de los ejemplos anteriores, se
aprovechan los cédlculos ya realizados.

1. En primer lugar se comprueba que A es simétrica y ademds estd dada en la
base canénica que es ortonormal con respecto al producto escalar usual, por
tanto A y f son ortogonalmente diagonalizables.

2. Se calculan a continuacién los valores propios de A y sus multiplicidades,

)\1 = —1, mi = 1
/\2 = 2, mo = 2.
Se deduce que A es semejante a la matriz

-1 0 0
D=0 2 0

0 0 2
3. Para hallar la base ortonormal D de vectores propios de f en la cual D es

la matriz coordenada del endomorfismo, se calculan bases de cada uno de los
subespacios fundamentales.
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» Bga—1) ={(1,1,1)}.
. BS(A,Q) = {(17 07 _1)7 (Oa 1, _1)}

Se aplica el método de Gram-Schmidt y la normalizacién a cada una de ellas.

» Base ortonormal de S(4, 1) = {(%, %’ LB)}
» Base ortonormal de S(A4,2) = {(\%2,0, :/—%), (;(157 %5’ ;é)}

Por trabajar en R? con base candnica se tiene que S(A,\;) = S(f, \;). Jun-
tando las bases ortonormales de los subespacios fundamentales (en el orden
indicado), se obtiene una base ortonormal de vectores propios:

o () (b0 d) (b )

4. El diagrama conmutativo que representa el cambio de coordenadas es:

() RS —4, R3 ©)
rar
(D) R® —— R (D)

La matriz P regular tal que P!AP = D es la matriz del cambio de coordenadas
entre las bases D de vectores propios y C la base canénica de R3, como se
aprecia en el diagrama anterior. En este ejemplo concreto por ser la base
inicial la candnica, para hallar P basta colocar los vectores de la nueva base
D en columnas.
Yvs vz UG
P={tYvs 0 2/V6
v —1v3 —1/6

5. Para tener la certeza de que el resultado es correcto basta comprobar que
P'AP = D.

~~ Ejercicio. Comprobar que S(A,—1) = S(A4,2)*.

8.5. FORMA CANONICA DE JORDAN

El objetivo de este apartado es encontrar, para aquellos endomorfismos no dia-
gonalizables, una base en la que la matriz coordenada sea “lo més sencilla posible”,
es decir, lo mas parecida a una matriz diagonal. Mas concretamente una matriz dia-
gonal por bloques donde en la diagonal aparecen los valores propios repetidos segin
su multiplicidad.
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A lo largo de toda la seccién se consideran endomorfismos f : V' — V donde V es
un espacio vectorial real de dimensién finita. Como ademads se esta considerando el
caso en el que todas las raices del polinomio caracteristico de f son reales, siempre
existe una matriz coordenada de f de la forma que se presenta a continuacion.

Se comienza proponiendo un ejemplo sencillo antes de plantear el problema ge-
neral.

v_ Ejemplo 9. Se considera el endomorfismo f : R? — R? dado por
J

f(z,y) = (2y, —2z + 4y).

La matriz coordenada en base candnica es

(0 2).

Se calculan los valores propios de A, |A — AIx| = 0, y se obtiene A = 2 con
multiplicidad m = 2. Para ver si A es diagonalizable se debe comparar el valor de
m con la dimensién del subespacio fundamental S(A4,2).

Recordando que dim S(A4,2) =2 —rg(A — 21),

A—2I=<:§ ;) = rg(A-2I)=1,

de modo que
dimS(A,2) =2—-rg(A—-2])=2—-1=1#m.

Se observa que la dimension del subespacio fundamental no coincide con la mul-
tiplicidad, es decir, A (o f) no es diagonalizable. Se plantea por tanto hallar una
matriz lo méas parecida a una matriz diagonal que sea semejante a la matriz A. En
este caso se puede adelantar que la matriz buscada es de la forma

2 1
J= (O 2) |
La base D = {v1,va} en la que la matriz coordenada de f es J, debe verificar:

f(vi)=2vi;  f(v2) =vi+2va.

De lo anterior se observa que el vector vq es un vector propio de valor propio 2,
es decir, vi € S(4,2).

S(A,2) = Ker(A — 2I) = Ker (:; ;) — {(z,y) €R? |z =y} = {(,2) | = € R}.

Tomando, por ejemplo, el vector vi = (1,1), se observa que vy verifica f(vy) —
2vy = vy, es decir, es solucién del sistema (A — 21)vy = vy:

(= 2)6)-0)
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Del conjunto de soluciones {(z,z + 1/2) | z € R} se elige por ejemplo
V2 = (_17 _1/2)'

En la base {v,va} = {(1,1), (-1, -1/2)} la matriz coordenada de f es J. La base
anterior se denomina base de cadenas. La matriz P de cambio es

(1 3

que verifica P"'AP = J (comprobarlo como ejercicio), siendo J la matriz que se
denomina forma candnica de Jordan o matriz de Jordan.
o

En el ejemplo anterior se ha dado por conocida la matriz de Jordan J, y a partir
de ella se ha calculado la base en la que J es matriz coordenada. El objetivo ahora es,
dado un endomorfismo f o equivalentemente una matriz A € Mat,(R), determinar
la existencia de su forma candnica de Jordan J asociada, calcularla y encontrar la
nueva base en la cual J es matriz coordenada.

8.5.1. MATRIZ DE JORDAN

Se comienza por determinar la forma que deben tener la matrices “maés sencillas
posibles” que ocupan el lugar de las matrices diagonales.

Definiciéon 8.21. Un bloque de Jordan de orden n es una matriz cuadrada,
triangular superior de tamano n x n, cuyos elementos diagonales son iguales y
los elementos que estan en la linea por encima de la diagonal valen 1, es decir,
a;; = a, Vi:L...,n, Yy aii+1 = 1, Vi = 1,...,TL—1.

v Ejemplo 10. Los bloques de Jordan de orden 1, 2 y 3 son, respectivamente, de
la siguiente forma:

1
Ji1 = (a); J2=<g a); J3 =

o O e
o 2

Definicion 8.22. Una matriz de Jordan J es una matriz diagonal por bloques,
donde cada bloque en la diagonal es un bloque de Jordan.
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v Ejemplo 11. La siguiente matriz es una matriz de Jordan:

300 0 0|0 O
0[{4({0 0 0{0 O
0{0]2 1 0|0 O
J=10]0|{0 2 1|0 O
0[{0]j0 0 2|0 O
0/0j0 0 0|2 1
0[{0]0 O 0|0 2

formada por 2 bloques de orden 1, un bloque de orden 3 y un bloque de orden 2.

Definicién 8.23. Sea f : V — V un endomorfismo y A € Mat, (R) la matriz
coordenada de f en una cierta base B del espacio vectorial real V' de dimensién
finita n. Si existe una matriz de Jordan J que sea semejante con A, se dice que J
es su forma candnica de Jordan.

Notas.

= Observar que una matriz diagonal es una matriz de Jordan cuyos bloques son
todos de orden 1. Asi, las formas canénicas de Jordan de los endomorfismos
diagonalizables coinciden con las matrices diagonales estudiadas en las seccio-
nes anteriores.

= Para cualquier endomorfismo, entre sus matrices coordenadas no puede haber
dos matrices de Jordan distintas, salvo las obtenidas reordenando los bloques,
es decir, la forma canénica de Jordan es tinica.

8.5.2. SUBESPACIOS FUNDAMENTALES GENERALIZADOS

Dado un endomorfismo f, o una matriz cuadrada A € Mat,(R), no diagona-
lizable, para abordar el problema de determinar su forma de Jordan asociada, asi
como la nueva base es necesario introducir los subespacios vectoriales que se definen
a continuacién.

Definicion 8.24. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita n. Sea
f: V = V un endomorfismo, A € Mat,(R) la matriz coordenada de f en una
cierta base B de V y A € R un valor propio de f. Los subespacios fundamen-
tales generalizados asociados a dicho valor propio A vienen dados por:

SI(f,N) ={v e V| (f - Md)(v) = 0} = Ker[(f — \d)’],

que son los formados por los vectores cuyas coordenadas respecto de BB pertene-
cen a:

SI(AN) = {x € R" | (A = AL,)’x = 0} = Ker[(A = AL,,)’].
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Los subespacios que se acaban de definir verifican las siguientes propiedades.

Propiedades.

= S1(f,\) es el subespacio fundamental S(f, ), dado en Definicién 8.7.

» Cada subespacio fundamental generalizado estd contenido en el siguiente, for-
mando la siguiente cadena:

SYE N CSAHf N C... SN C SR CLL

ya que si v € S7(f,\), (f — AId)’(v) = 0, y por tanto
(f = Mdy*H(v) = (f = Ad) [(f = Md) (v)] = (f — Md)(0) =0,
de modo que v € STHL(f, \).

» De la propiedad anterior se deduce que si un vector pertenece a ST+ (f, \), su
imagen por f — A d pertenece a S7(f,\).

= Como V es un espacio de dimensién finita, la cadena anterior debe estabilizarse,
es decir, a partir de un indice todos los subespacios coinciden. Si k es el primer
valor que verifica S¥(f, \) = S¥T1(f, \), entonces S*(f,\) = S/(f,\) Vj >k,
es decir, la cadena se estabiliza definitivamente la primera vez que se para.

= Si la multiplicidad del valor propio A es m, entonces:

1 < dim S/ (f,\) < m.

Definicion 8.25. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita, f: V — V
un endomorfismo y A € R un valor propio de f. Sean S7(f,\) los subespacios
fundamentales generalizados asociados a A. Si k es el primer valor que verifica
Sk(f,\) = S¥L(f, \), entonces el subespacio S¥(f, \) se denomina subespacio
méaximo asociado al valor propio A, y se denota por S*(f,\).

Nota. De las propiedades anteriores es claro deducir que el subespacio maximo
contiene a todos los demds subespacios S7(f, ).

SY AN S S (f,A) S CSFTHSA) €SS

Los subespacios maximos verifican:

Proposicion 8.26. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, f: V — V
un endomorfismo y A € R uno de sus valores propios. El subespacio S*(f, ) es
invariante por f, es decir, si v € S*(f, A) entonces f(v) € S*(f, A).
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Proposicién 8.27. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finitay f: V — V
un endomorfismo. Sea A un valor propio de f de multiplicidad m. Se verifica:

dim S*(f,\) = m.
Conociendo que el subespacio maximo tiene dimension igual a la multiplicidad

del valor propio, los calculos de dicho subespacio se agilizan, ya que se indica donde
se estabiliza la cadena de subespacios fundamentales generalizados.

8.5.3. BASE DEL SUBESPACIO S*(f, )

Definidos los subespacios maximos de un endomorfismo f : V — V, se propone
un método para encontrar una base de ellos.

Proposicion 8.28. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita, f: V — V
un endomorfismo y A € R uno de sus valores propios. Existe una base de S*(f, \)
de modo que la matriz coordenada de la restricciéon fg«(sx) @ S*(f,A) = S*(f, )
respecto de dicha base es una matriz de Jordan.

Pueden darse demostraciones de la proposicién anterior que proporcionan un
método préactico para obtener la base buscada. Siguiendo la ténica general del texto
de evitar las demostraciones largas, se propone directamente un esquema para el

célculo de la base de S*(f, \).

Dado el endomorfismo f : V — V se considera uno de sus valores propios, A € R,
con multiplicidad m.

1. Se calcula la cadena de subespacios fundamentales generalizados, dando una
base y sus dimensiones, hasta llegar al subespacio maximo S*(f, A).

2. Se construye un esquema siguiendo los siguientes criterios:

= Se escribe la cadena de subespacios fundamentales generalizados hasta
llegar al subespacio maximo y sobre cada uno de ellos su dimension.

SYf,A) © S%:f, AN c S3f,A) oL C SH(f,N)

» Debajo de cada subespacio S7(f, \) se dibujan tantos puntos como indique
la diferencia de las siguientes dimensiones:

dim S7(f, ) — dim S77L(f, \).

En particular, debajo del subespacio S*(f,\) deben aparecer tantos pun-
tos como indique su dimension.
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= Se unen los puntos de cada fila mediante flechas de derecha a izquierda
hasta llegar a S1(f, \).
Como ejemplo, se supone un endomorfismo f : R> — R?, con valor propio
A de multiplicidad 5, y tal que S*(f,\) = S3(f,A). Si las dimensiones

de los subespacios fundamentales generalizados son: dim S*(f,\) = 2,
dim S?(f,\) = 4 y dim S3(f, \) = 5, el esquema correspondiente es de la
forma:

SULA) C© SEHEN C SN
[ ] $— [ ] $— [
[ ] $— [ ]

= Observar que el total de puntos dibujados en el esquema coincide con m,
la multiplicidad del valor propio correspondiente.

3. La matriz de Jordan de la restriccién de f al subespacio méximo se construye
considerando lo siguiente:

= Cada una de las filas del esquema da lugar a una cadena que corresponde
en la forma canodnica de Jordan con un bloque de Jordan.

= El nimero de bloques de Jordan asociados al valor propio A viene dado por
la dimensién del subespacio fundamental S*(f, ) = S(f, \), que coincide
con el numero de filas del esquema.

= El tamano de cada bloque de Jordan viene determinado por el nimero
de vectores que aparecen en la fila correspondiente.
Asi en el ejemplo anterior la forma candnica de Jordan asociada a f es:

A 00

S oo O
O OO > =
O O >
o > o O
> =IO O O

4. Para construir la base en la que la matriz coordenada es J hay que sustituir
los puntos del esquema construido en el apartado 2, por vectores adecuados
del subespacio correspondiente.

= Una vez que se tiene el primer vector a la derecha de cada fila, los si-
guientes se obtienen calculando, por cada flecha, la imagen del vector del
que se parte por f — Ald.

SUfA) < SHf A C SHfN)
Vi — A\'%%) < V3
w1 — W9
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Cada una de las filas constituye una cadena de vectores. Es decir, una
vez elegido v3 los vectores de la primera fila del esquema se calculan:

Vo = (f — /\Id)(Vg), V1 = (f — /\Id)(VQ)

» Los extremos de cada fila, correspondientes a S7(f, \) se obtienen toman-
do los (posibles) vectores ya construidos de S7(f,)) y los de una base
cualquiera de S7=1(f,\) (si 7 > 1) hasta completar una base de S7(f, ).

v’ Ejemplo 12. Se considera el endomorfismo f : R5 — R5 cuya matriz coordenada
en base candnica es:

1 000 O
-2 10 2 3
A=1-2 0 1 1 3
3 001 —4
0 00 0 1

que tiene un unico valor propio A = 1 con multiplicidad m = 5.

1. Se comienza calculando los subespacios fundamentales generalizados y sus di-
mensiones correspondientes.

0 000 O
-2 00 2 3
» SYA 1) =S(A 1) =Ker(A—Iz;)=Ker[-2 0 0 1 3 | =
3 000 —4
0 000 O
{(0, 29, 23,0,0) | 22,73 € R} = ((0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0))
dim S(A,1) = 2.
0000 O
6 000 -8
» S2(A 1) =Ker(A—I;)?=Ker [3 0 0 0 —4]| =
0000 O
0000 O
{(21,22, 23,24, 321) |21, 22, 23,24 € R} =
((4,0,0,0,3),(0,1,0,0,0)(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0)).
dim S%(A, 1) = 4.
00000
00000
» $3(A41)=Ker(A—I5)*=Ker |0 0 0 0 0| =R®>=
00000
00000

((1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0)(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0, 1)).
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dim S3(A, 1) = 5. Como la dimensién del subespacio S3(A, 1) coincide con
la multiplicidad del valor propio, ya se ha llegado al subespacio maximo,

S3(A,1) = S*(A,1).

2. Se construye el esquema con los criterios establecidos anteriormente.

Como dim S(A,1) = 2, el esquema tiene dos filas y por tanto la matriz de
Jordan dos bloques.

SYHA, 1) C S%A1) c S3(A4,1)

» Como dim S3(A,1) — dim S?(A4,1) = 5 — 4 = 1, debajo de S3(4,1) solo
hay un punto.

» Calculando dim S?(A,1)—dim S'(4,1) = 4—2 = 2, se observa que debajo
de S?(A,1) hay que poner 2 puntos.

» Todas las cadenas deben terminar en S'(A4,1), luego a este espacio le
corresponden 2 puntos.

Asi se obtiene este esquema final:

St(A,1) < S%A,1) c S3(A,1)
[} <— [ ] < [}
o —

3. Se construye la matriz de Jordan. Del esquema anterior se deduce que hay dos
cadenas en la base, una de longitud 3 y otra de longitud 2 que corresponden a
dos cajas de Jordan, y la forma candnica de Jordan es:

1 1 .0(0 0
01 1|00
J=10 0 1[0 O
0 0011
0 0 0j0 1

4. Se construye la base sustituyendo los puntos del esquema anterior por los
vectores correspondientes.

SY A1) © S%A1) C S3(A,1)
Vi < A'%%) — V3
w1 — W2

Recordando las bases de los subespacios fundamentales generalizados:
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» Bsia) =1{(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)}.
» Bs2a) = {(4,0,0,0,3),(0,1,0,0,0), (0,0, 1,0,0), (0,0,0,1,0) }.
» Bgsan) = {(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),
(0,0,0,0,1)}.
El vector vs se elige considerando que debe estar en S3(A4,1) pero no en
S2(A, 1), observando las bases anteriores basta tomar v3 = (1,0,0,0,0).

Para calcular vy hay que realizar vo = (A — I5)vs, de lo que se deduce que
vo = (0,—2,—2,3,0). Para calcular vy hay que realizar vi = (A — I5)vy, de lo
que se deduce que v; = (0,6,3,0,0).

De este modo se ha completado la primera cadena {vi,va,v3}.

Anélogamente para construir la segunda cadena se elige un wy de S%(A4, 1) con
la condicién wo ¢ S1(4,1) + (v2). De este modo wa, vo y una base cualquiera
de S*(A,1) dan lugar a una base de S?(A,1). En este caso se puede tomar
wa = (4,0,0,0,3).

Ahora se calcula wi = (A — I5) wo = (0,1,1,0,0), y se tiene la base completa
{v1,v2,v3, w1, wa} de S3(A4,1).

8.5.4. EXISTENCIA Y CALCULO DE LA FORMA DE JORDAN

En este apartado solo queda recopilar todo lo hecho hasta el momento para
calcular la forma canénica de Jordan de una matriz cualquiera A € Mat,, (R). Dado
un espacio vectorial real V' de dimension finita y un endomorfismo f : V. — V|
se comienza mostrando un teorema de existencia de dicha forma candnica y para
construir la base se propone una descomposicién del espacio V', de manera anéloga
a como se hizo en el caso de la diagonalizacién con los subespacios fundamentales.

Teorema 8.29. Sea V un espacio vectorial real con dimV =ny f:V — V un
endomorfismo con polinomio caracteristico p(t) = (t — A1)™' ... (t — A\;)™", cuyas
raices son todas reales. Entonces se verifica:

r
- E m; = n.
i=1

s V=S(f,\)® - dS*(f, \r).
= Existe una matriz de Jordan J asociada al endomorfismo f.

Corolario 8.30. Si A € Mat, (R) es una matriz cuadrada real y las raices de su
polinomio caracteristico son todas reales, entonces A es semejante a una matriz de
Jordan J. (Observar que por ser semejantes A y J tienen el mismo rango).
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Con los resultados anteriores ya se estd en disposicién de encontrar una base en
la que la matriz coordenada sea la forma canénica de Jordan. Basta encontrar bases
de cada S*(f, \;) y juntarlas.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V' — V un endomorfismo
con polinomio caracteristico (t — A1)™ ... (¢t — A,)™, siendo \; € R, Vi =1,... 7.
Sea A la matriz coordenada de f en una cierta base B.

Se propone el siguiente esquema para hallar la forma canénica de Jordan y la
base de cadenas correspondiente.

1. Se calculan los valores propios de A, con sus multiplicidades correspondientes.

2. Para cada valor propio A; se calcula la cadena de subespacios fundamentales
generalizados hasta llegar al subespacio méximo S*(A4, A;). Se aplica el método
expuesto en la Seccién 8.5.3 para hallar una base de cadenas de cada subespacio
S*(A, N;). A partir de las bases anteriores se reconstruyen las bases de los
subespacios S*(f, \i).

3. Juntando las bases de cada S*(f, \;) se obtiene una base del espacio V' en la
que la matriz coordenada de f es la forma candnica de Jordan de f.

4. La matriz de Jordan se construye con los bloques de Jordan que corresponden
a cada cadena, seglin se ha indicado en la Seccion 8.5.3.

5. Para hallar la matriz regular P tal que P~ AP = J, basta hallar el cambio de
coordenadas entre la nueva base de cadenas obtenida y la base inicial B. En
el caso en el que la base inicial sea la base candnica, P se forma poniendo por
columnas los vectores de la base de cadenas de A debidamente ordenados.

v Ejemplo 13. Sea el endomorfismo f : R® — R5 dado por:
f(z1, 22,3, 24, x5) = (1 + 22 + 323, T2 + 223, T3 + 224, 224 + T5,X5).

Calcular la forma canénica de Jordan J del endomorfismo. Hallar una base en
la que la matriz coordenada de f sea J. Comprobar que existe una matriz regular
P tal que P~'AP = J, siendo A la matriz coordenada de f en base canénica.

Solucién: La matriz coordenada de f en base candnica es:

1 23 00
01200
A=10 0 1 2 0
0 00 21
0 0001

Aplicando el método anterior:
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1. Se calculan los valores propios de A con sus multiplicidades:

/\1:1, m1:4
)\2:2, m2:1.

Por tanto
R° = S*(A,1) ® S*(A,2).

. Se calculan los subespacios fundamentales generalizados asociados a cada valor

propio. Se aplica el esquema propuesto anteriormente para hallar una base de
cada uno de los subespacios maximos.

A =1
= S1(A,1) = S(A,1) = Ker(A — I5) = {(21,0,0,0,0) | 21 € R}:;
dim S(A,1) = 1.

s S2(A,1) = Ker(A — I5)? = {(z1,22,0,0,0) | 21, 72 € R};
dim S%(A, 1) = 2.

L] Sg(A, 1) = Ker(A — 15)3 = {(xl,xg,.’tg,o, 0) |x1,x2,x3 (S R};
dim S3(A, 1) = 3.

» S4(A, 1) = Ker(A — I5)* = {(21, 22, 73, 14, —24) | 71, 22, T3, 74 € R};
dim S*(A,1) = 4 = my, por tanto, S*(A4,1) = S*(A, 1) es el subespacio
maximo y se para la cadena de subespacios.

Se plantea el esquema

S(A,1) C S%*A 1) c S3(A1) c SHA)1)
vy — LA — oV3 — vy

Para construir la base se elige un vector v4 € S*(A, 1), pero vy ¢ S3(A, 1),
vy =(0,0,0,1,—1).
El resto de vectores se obtienen de forma inmediata:
V3 = (A - I5>V4 = (0, 0, 2, 0, O),
Vo = (A - I5)V3 = (6, 4, 0, 0, 0),
vi=(A—1I5)ve = (8,0,0,0,0).

En este caso {v1,va, Vs, v4} es una base de S*(A, 1) formada por una cadena
de longitud 4.
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Ay =2

s S1(A,2) = Ker(A — 2I5) = {(14xy, 474, 274, 74,0) | 24 € R}.
Como dim S'(A,2) = 1 = my, entonces S'(4,2) = S*(4,2), por tanto,
basta elegir un vector de este espacio,

wi = (14,4,2,1,0).
{w1} es una base de S*(A,2) formada por una cadena de longitud 1.
3. Se juntan las bases de los subespacios S*(4,1) y S*(4,2), de modo que
{v1,v2,v3, vy, Wi}

es una base de cadenas de R®. En esta base la matriz coordenada del endo-
morfismo es J.

4. Se construye la forma canénica de Jordan J y la matriz regular P tal que
P~1AP = J como sigue:

1 100]0 8 6 0 0 14
01 10/0 040 0 4
J=]10011/0 |, P=]002 0 2
00010 000 1 1
00002 000 -1 0

8.6. APLICACIONES

8.6.1. MODELOS DE CRECIMIENTO

Las matrices de transicion se utilizan para modelizar el crecimiento de una po-
blacién, y permiten calcular el vector de estado en un momento conociendo dicho
vector en el periodo anterior, es decir,

Viyl1 = AVZ‘.

Cuando se usan modelos de crecimiento estables es necesario que el vector de
estado en el momento (i + 1)-ésimo sea miiltiplo escalar del i-ésimo vector, es decir,
v;+1 = Av;. Aplicando esto a la expresion que modeliza el crecimiento

Avi = viy1 = Avy,

se observa que en este caso los vectores de estado son vectores propios de A, siendo
la constante de proporcionalidad A el valor propio asociado.
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8.6.2. CALCULO DE POTENCIAS DE UNA MATRIZ

En el Capitulo 1 se propuso un método inductivo para el calculo de la potencia
n-ésima de una matriz A € Mat, (R): A partir del célculo de las potencias sucesivas
A2, A3, A% A5 ... se plantean n x n sucesiones con los elementos de dichas matrices
que ocupan la misma posicién a;;(n), calculando su término general. Para expresar
A"™ basta colocar los términos generales calculados en la posicién que corresponde.

En ocasiones, el método anterior no resulta 1til, sobre todo si el tamafnio de A es
grande.

Si A es una matriz diagonalizable, el calculo de A™ se puede simplificar. Basta
hallar la matriz diagonal D € Mat,(R) y la matriz regular P tales que D = P~'AP
o bien A = PDP~!, y aplicar la Proposicién 1.6 para el célculo de la potencia
n-ésima de una matriz diagonal.

A=pPDP!
A? = AA = (PDP~')(PDP~') = PDI,DP~! = PD*P~!
A3 = A2A = (PD2P~1)(PDP~') = PD*I,DP~! = PD3P~1

A" = An-1A = (PD"-1P~1)(PDP~1) = PD""'I,DP~! = PD"P~1,

En caso de que A € Mat,(R) no sea diagonalizable se puede seguir un proceso
similar calculando su forma canénica de Jordan, J = P~'AP, de modo que

A" = pjnp-!

En este caso el calculo de J™ no es tan sencillo como el de D", pero se puede
considerar J como una matriz diagonal por bloques y calcular las potencias de los
bloques de Jordan.

Estos métodos se suelen aplicar para la resolucién de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales, problemas de Markov, cdlculo de términos generales de
sucesiones recurrentes, etc.

8.6.3. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La diagonalizaciéon y la forma candnica de Jordan pueden ayudar a resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales como se ve en el ejemplo que sigue.

v Ejemplo 14. Encontrar tres funciones derivables f, g, h verificando

g'(t) = =f(t) +g(t) — h(t)
W(t) = —f(t) = g(t) + h(t)

y f(0) =—1, g(0) =1, h(0) = 3.
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Solucién: Se expresa el sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial.

L =1 =1\ [f(@) f'(t)

-1 1 1| {g®)|=|d®
1 -1 1) \h(¥) K (t)
A v v

La matriz A se diagonaliz6 en el Ejemplo 5, obteniéndose como matriz diagonal
y matriz de cambio de coordenadas

~1 0 0 1 1 0
p=|0 20|, P=[1 0 1],
0 0 2 1 -1 -1

tales que D = P~1AP.
Si se aplica el cambio de coordenadas anterior, v = PV, al sistema de ecuaciones
diferenciales Av = v, se obtiene

APV =Pv, P 'APv=v, Dv=v.
Este ultimo sistema es de resolucion inmediata

~1 0 0\ /f(t) F(t)

0 2 0]g))=19® ],
00 2/ \h(t) W(t)
f(t)=Cre™?
E(t)ZCQEQt
h(t) = Cse?.

Deshaciendo el cambio para volver a las funciones de partida,
1 1 0 Cret

v=Pv=1[1 0 1 Cae?t
1 -1 -1/ \Cse*

)

se obtiene la solucién:

f(t) = Cre=t + Cope?

g(t) = Cre™t + C3e?

h(t) = Cre~t — Cae? — Cse?,
que imponiendo las condiciones iniciales proporciona la solucién del problema, siendo
Ci=1,0C,=-2,C3=0:

et — 22

~

~—~
o~

S~—
I
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8.6.4. EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ

En ocasiones resulta necesario utilizar la funcién exponencial de una matriz
cuadrada A € Mat,(R), que viene definida por la siguiente serie de potencias:

Ik
k=0

exp(A) = et =

Para entender la definicién anterior es necesario conocer los conceptos de limite
de una sucesién de matrices y convergencia de una serie de matrices que se presentan
a continuacién.

Definicién 8.31. Sea {A;};2, una sucesién de matrices, Ay, = (a;;)r € Mat,(R),
y sea B = (b;;) € Mat,(R). Se dice que

lim Ak:B = lim [ai]‘]k:bij, Vi,j: 1,...,n.
k—o0 k—o0
o0
Definicion 8.32. Se dice que la serie de matrices E:AIf es convergente y su
k=0

suma es igual a la matriz B si:

‘ k _
A ) A" =B

Calcular la exponencial de una matriz aplicando la definicién y usando series no
siempre resulta cémodo. Si se aplican propiedades de la exponencial de matrices y
algunos de los métodos presentados en el capitulo, la resolucién se simplifica.

Si D = diag(dyy,...,dn,) € Mat,(R) es una matriz diagonal, el es también
una matriz diagonal que se calcula tomando las exponenciales de cada uno de los
elementos de la diagonal principal de D:

er 0
0 et 0
GD = .
0 0 enn

Ademés dadas dos matrices X, @ € Mat,(R) con @ regular se verifica:
eQXQ™ — QeXQ_l.

Si se quiere calcular e siendo A una matriz cualquiera, basta diagonalizarla (si se
puede) hallando la matriz regular P de cambio de coordenadas tal que D = P~ AP,
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o equivalentemente, A = PAP~!. Hallando la exponencial de la matriz diagonal y
realizando el producto por la matriz P se obtiene:

e = peP Pt

En caso de que la matriz A no sea diagonalizable se calcula su forma de Jordan
J tal que J = P~YAP, y procediendo de un modo anélogo al anterior se obtiene

e = Pe/P~1. Para calcular J" basta considerar que la exponencial de un bloque
de Jordan es:
A1 o0 0 e M a1y
0 1 -+ 0 0 e M oo -2y
Ji=[0 0 X -0 = i |0 0 & o M m-3y
00 0 -+ A 0 0 0 - e

Como J es una diagonal por bloques, J" es inmediato aplicando lo anterior.

El célculo de la exponencial de una matriz se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales. Dado un sistema del tipo

v(t) = Av(t) + f(t)
V(to) = Vo,

la solucién general se obtiene como:

t
v(t) = eAltto)y, —I—/ A9 f(s) ds.

to

El sistema del Ejemplo 14 se podria haber resuelto con la férmula anterior.

8.6.5. BUSQUEDA EN INTERNET

La aparicion del buscador Google en 1998 supuso una revolucién en el universo
de la informacion. El diseno fue realizado por dos jovenes estudiantes de doctorado
de la Universidad de Stanford, Sergei Brin (graduado en Informdtica) y Lawrance
Page (graduado en Matemédticas). En el momento en el que fue disenado Google
existian otros buscadores, pero el objetivo que se propusieron fue crear un buscador
en el que al menos una de las diez primeras paginas que se muestran tras la bisqueda
contuviese informacién util para el que realiza la consulta.

Para lograr este objetivo necesitaron un criterio de ordenacion de la informacion,
etiquetando cada una de las paginas de la red con un simbolo P;, y asignando a cada
P; un ndmero x; que representase la importancia de dicha informacién. Los valores
de z; podian variar entre 0 y 1.

Con estos valores la red se describe mediante un grafo dirigido, cuya matriz de
adyacencia es M € Mat,(R). El elemento m;; indica si hay o no enlace desde la
pagina P; a la P;. En caso afirmativo vale 1 y en caso negativo 0:
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P P; P,
! \: A
P 1 —
P = mij
P, —

Se define ademas el vector x de importancias de modo que cada elemento x;
indica la importancia de cada pagina P;. El criterio seguido para establecer la im-
portancia se basa en dos principios:

= paginas muy citadas,
= paginas poco citadas, pero desde sitios muy importantes.

Con este criterio la decisién de la importancia x; de cada pagina P; es proporcio-
nal a la suma de las importancias de las paginas que enlazan con P;. Matricialmente
esto se traduce en resolver el sistema

x = KMx
0 equivalentemente se busca x tal que:
Mx = )x,

es decir, el problema se ha convertido en una cuestion de calculo de valores y vectores
propios.

En principio la solucién al problema no es tunica, ya que como se ha visto el
conjunto de vectores propios asociados a un mismo valor propio (junto con el vector
nulo) es un subespacio vectorial denotado por S(f,\).

Ahora dentro de este subespacio se buscan vectores con todas las entradas no
negativas x; > 0, Vj, denotado por x > 0. Pero se trata de llegar a una solucién
tnica que proporcione la primera salida de Google tras la btisqueda.

Considerando que el modelo que describe el problema es probabilistico y dinami-
co se puede construir una nueva matriz M’ € Mat,,(R) de modo que cada elemento
mj; = m;;/Nj, siendo N; el niimero de enlaces desde la pégina P; (es decir, la suma
de las entradas de cada columna de M). De este modo la matriz M’ tiene todos sus
elementos no negativos (valores entre 0 y 1) y ademds la suma de los registros de
cada columna es 1. Es decir, la matriz M’ es una matriz de Markov, que se denomina
matriz de transicion, donde cada mgj es la probabilidad de pasar del estado P; al
estado P;. Los registros de las sucesivas potencias de la matriz son las probabilidades
de pasar de P; a P; tras varios instantes de tiempo.
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El teorema de Perron-Frobenius puede resolver el problema anterior, ya que
asegura que para matrices no negativas e irreducibles existe un unico vector propio
asociado al valor propio A con elementos todos positivos y cuya suma es 1.

El algoritmo con el que Google ordena los resultados se denomina PageRank.

8.6.6. APLICACIONES CEOMETRICAS

El célculo de valores y vectores propios tiene aplicaciones en geometria analitica
en el estudio de conicas y cuddricas. Este apartado se aborda en el Capitulo 9 con
el estudio de las formas cuadraticas.



270

Valores y Vectores Propios: Diagonalizacion y Jordan

8.7. COMANDOS DE wxMazima

= Calcular los valores propios de una matriz A:

- eigenvalues(A);

Este comando devuelve dos listas, la primera con los valores propios de la
matriz y la segunda con las multiplicidades respectivas. Se puede acceder desde
el menu “\Algebra\Valores propios”.

Calcular los vectores propios de una matriz A:

-—> eigenvectors(A);

Este comando devuelve dos listas, la primera con los valores propios y sus
multiplicidades, y la segunda con las listas que componen los correspondientes
vectores propios, (desde el ment “\Algebra\Vectores propios”).

Estudiar si una matriz A es diagonalizable o no

- eigenvectors(A)$
nondiagonalizable;

Devuelve “true” en caso de que la matriz cuadrada A sea no diagonalizable y
“false” en caso de que si lo sea.

Calcular el polinomio caracteristico de la matriz A con variable ¢:

-=> charpoly(A,t);

Directamente desde el menti “\Algebra\Polinomio caracteristico”. En
ocasiones es aconsejable utilizar 6rdenes como “expand” y/o “factor” para
obtener una expresiéon més manejable del polinomio.

Calcular una matriz cuyo polinomio caracteristico sea p(t) :

- load(linearalgebra);
polytocompanion(p,t) ;

Para hallar los subespacios fundamentales se puede hacer uso de algunos co-

bRINNAY

mandos antes citados: “matrix”,“determinant”,“solve”, “nullspace”.
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= Calcular un bloque de Jordan de tamano n asociado al valor propio a:

-=> load(diag);
JF(a,n);

» Calcular la forma canénica de Jordan de la matriz A € Mat,, (R):

-=> load(diag) ;
dispJordan(jordan(A));

= Calcular la matriz P de cambio de coordenadas que relaciona la matriz A €
Mat,,(R) con su forma canénica de Jordan J, P~1AP = J:

-=> load(diag) ;
P:ModeMatrix (A, jordan(A));
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8.8.  EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar los valores propios y los subespacios fundamentales de las matrices
1 0 2 3 1 1 -1 -1 -1
a)A=10 1 0 byA=(1 3 1 A= 2 2 1
2 01 1 1 3 1 1 1

2. ;Son diagonalizables las matrices A del ejercicio anterior? En caso afirmativo encontrar
una matriz P regular tal que P! AP sea diagonal.

3. Comprobar si las siguientes matrices son diagonalizables. En caso afirmativo encontrar
P regular tal que P! AP sea diagonal.

1 4 1 0 0 3 1 6 0 0 1
a)A:(3 2) byA=(1 2 1] c¢c)A=12 1 0 d)A=(1 0 -1
0 0 1 -1 0 -3 01 1

4. Sean A = 2 31 yB= (le 014) Comprobar que A y B son diagonalizables pero
la matriz producto AB no lo es.

5. Comprobar si los siguientes endomorfismos son diagonalizables. En caso afirmativo
encontrar una matriz diagonal D y una matriz P regular tal que P"'AP = D.

a) f:R?2 = R2 f(a,b) = (2a — 4b, —a + 2b)
b) f:Rslx] = Rafz], fla+ bx + cx?) = (3a + 6¢) — 3bx + (5a + 2¢)z?.

6. ;Son diagonalizables los siguientes endomorfismos? En caso afirmativo encontrar una
base de vectores propios para la aplicacion lineal f y hallar una matriz P regular tal
que P71 AP sea diagonal siendo A una matriz coordenada de f.

a) f:Rg[x] = Ry[z], dado por
fla+bx+cax®) = (a+3b+7c) — (3a + 5b + 7c)x + (3a + 3b + 5c)2?.

b) f:R* —= R* dado por f(a,b,c,d) = (2a + b+ 4c, —b,3a + 3¢, 5d).

b 2 2 4b + 6d
¢) f:Mata(R) — Mato(R), dado por f (Z d) = (_;{f_ ?fc —3b+— 5d>'

d) f:Rylx] — Ry, dado por f(a + bz + cx?) = (3¢ — 4a) + 2bx + (2a + b+ c)x>.

7. Sea f :V — V un endomorfismo idempotente, es decir, f2 = f. Probar que los tinicos
valores propios de f son 0y 1.

8. Sea f : Rq[z] — Rs[z], el endomorfismo dado por
fla+ bz +cx®) = (a+ 2¢) + (ka + 6b)x + (5a + 4c)x>.

Encontrar el valor o valores de k para los que f es diagonalizable. Elegir un valor de
k para el que f sea diagonalizable y en ese caso encontrar una base de Ra[z] formada
por vectores propios de f.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea A € Mat,(R), demostrar que si A = 0 es valor propio de A entonces A es una
matriz no regular.

Sea A € Mat,(R), demostrar que si A es valor propio de A entonces AP es valor propio
de AP, Vp € N.

Se considera la matriz

0 a O
A=1la 0 b
0 b 0

donde al menos uno de los niimeros reales a o b son no nulos. Hallar el polinomio
caracteristico de A, los valores propios de A y encontrar, si es posible, una matriz
regular P tal que P~'AP sea diagonal.

Probar que la tinica matriz n x n diagonalizable con un solo valor propio A es A = AI,,.

Calcular A9 y AY siendo A = (_2 7).

1 2
Sea xg,x1,...,Tn,... una sucesién de nimeros reales determinada por las condiciones
x
r9g =21 =1y xpy2 = 62, + 41 para todo n > 0. Se define el vector v,, = . " >
n+1

para todo n > 0 y se considera la matriz A = (g i)

a) Comprobar que v, 1 = Av,, para todo n.
b) Deducir que v,, = A™vy, para todo n.

c) Comprobar que A es diagonalizable y encontrar P regular tal que P~1AP = D,
siendo D € Maty(R) una matriz diagonal.

d) Calcular la potencia n-ésima de A usando la matriz D del apartado anterior.

e) Encontrar una férmula para x,, n > 0, dependiente de n pero no de los valores
anteriores.

Se considera el endomorfismo f : R? — R3 dado por:
f(z,y,2) = (3, 2y + 22,2y + 5z).

. Es un endomorfismo ortogonalmente diagonalizable? En caso afirmativo encontrar una
matriz ortogonal P tal que P'AP sea diagonal.

Se consideran las siguientes matrices

5 0 7 5300 Lo

a)A=|0 5 0| b)A= gA=[-1 1 -1

70 3 0071 -1 -1 1
00 1 7

Encontrar para cada una de ellas, en caso de que exista, una matriz ortogonal P tal
que P!AP sea diagonal.
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17. Calcular la forma candnica de Jordan de las siguientes matrices, hallando una matriz

P regular tal que P~*AP = J, siendo:

0
a) A= 2
-2

c) A=

—_ == O

3
-1
-1

1

-1
-2

1
-1
-1

-1
0
-1

1
-2
—1
-2

b) A =

O O >

-1
—1
-1

O = O

—_ == o

=~ W N

S o N OO

— o O O
w = o o O
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8.9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. a) = Polinomio caracteristico: p(t) = (¢t +1)(t — 1)(t — 3).
= Subespacios fundamentales:

S(A,—1)={((1,0,-1)), S(A,1)=((0,1,0)), S(A4,3)={((1,0,1)).

b) = Polinomio caracteristico: p(t) = (t — 2)2(¢t — 5).
= Subespacios fundamentales:

S(A,2) = (1,0, -1),(0,1,-1)), S(A,5) = ((1,1,1)).

c) = Polinomio caracterfstico: p(t) = t(t — 1)2.
= Subespacios fundamentales:

S(A,O) = <(1a_170)>7 S(Aa 1) = ((13_17_1»'
1
2. a) La matriz A es diagonalizable. Una posible matriz P = 0 siendo
-1
-1 0 0
D=0 1 0].
0 0 3
1 0 1
b) La matriz A es diagonalizable. Una posible matriz P = | 0 1 1] siendo

-1 -1 1
2 00
D=0 2 0].
0 0 5

c¢) La matriz A no es diagonalizable, por tanto, no existe P regular tal que P~1AP
sea diagonal.

o = O
=l

3. a) A si es diagonalizable.
» Polinomio caracteristico: p(t) = (¢t + 2)(¢t — 5).
= Subespacios fundamentales:

-2 0 4 1
. D_<0 5)’ P:<—3 1>'
b) A si es diagonalizable.

= Polinomio caracteristico: p(t) = (t — 1)2(¢ — 2).
= Subespacios fundamentales:

S(A,1) =((1,0,-1),(0,1,-1)), S(A,2)=((0,1,0)).

100 1 0 0
«D=(0 10|, P=[0 1 1].
00 2 -1 -1 0
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¢) A no es diagonalizable.
= Polinomio caracteristico: p(t) = (¢t 4+ 1)2(¢t — 3).
= Subespacio fundamental: S(A4,—-1) = ((2,-2,-1)), dimS(A,-1) = 1 #
my = 2.
d) A no es diagonalizable. No todas las raices del polinomio caracteristico p(t) =
(t — 1)(t% + 1) son reales.
4. = Polinomio caracteristico de A: pa(t) = (t + 2)(t — 7). Como A tiene dos valores
propios de multiplicidad 1, entonces es diagonalizable.

» Polinomio caracteristico de B: pp(t) = (¢t + 14)(t — 1). Como B tiene dos valores
propios de multiplicidad 1, entonces es diagonalizable.

= Polinomio caracteristico de AB: pag(t) = (t — 14)2. Subespacio fundamental,
S(AB,14) = ((1,0)). Como dim S(AB,14) = 1 # m = 2, la matriz AB no es

diagonalizable.
5. a) f esdiagonalizable. Tomando la matriz A = 31 24> coordenada de f en base
. (4 0\ , (-2 2
canénica, D = (O O)’ P= ( 1 1).
3 0 6
b) f es diagonalizable. Tomando la matriz A = [0 —3 0| coordenada de f en
5 0 2
-3 0 0 1 0 6
base canénica, D= 0 -3 0], P=[0 1 0
0 0 8 -1 0 5
6. a) f es diagonalizable.
1 3 7
» Matriz coordenada de f en base canénica {1,z,22}: A= | -3 -5 -7
3 3 5

= Polinomio caracteristico: p(t) = (t + 2)%(t — 5).
= Base de vectores propios: D = {—7 +3z% —1 +z,1 — 2 + 22}.

-2 0 0 -7 -1 1
0 0 5 3 0 1
b) f no es diagonalizable.
2 1 40
. L 0 -1 0 0
= Matriz coordenada de f en base candnica: 3 0 3 0
0 0 0 5

= Polinomio caracteristico: p(t) = (t + 1)2(t — 5)(t — 6).
w dimS(f,-1)=1#mq =2.

c) f es diagonalizable.

2 0 2 0
. (o 0 4 0 6
= Matriz coordenada de f en la base canénica de Maty(R): 9 0 -3 0
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= Polinomio caracteristico: p(t) = (t +2)2(t — 1)2.
= Una base de vectores propios es:

= {(L 00 NG N6 D)

2 0 0 0 1 0 -2 0
0 -2 0 0 0 1 0 -2
*D=1yo o 10" P72 0o 1 o
0 0 0 1 0 -1 0 1

d) f no es diagonalizable.
0 3
» Matriz coordenada de f en base canénica {1,z,22}: | 0 2 0
2 11

= Polinomio caracteristico: p(t) = (t + 5)(t — 2)2.
s dim S(f,2) =1 #my =2.

7. Aplicar la definicién de valor y vector propio y el hecho de que f es lineal.

1 0 2
8. = Matriz coordenada de f en la base canénica {1,z,2%}: [k 6 0
5 0 4

= Polinomio caracteristico: p(t) = (¢ 4+ 1)(t — 6)2.

= f es diagonalizable <= k = 0. Para k = 0, una base de vectores propios es:

D= {1— 2?2+ 52% z}.

9. Utilizar que si A es valor propio, entonces |A — AI| = 0.
10. Utilizar induccién.

11. = Polinomio caracteristico:
plt) = t(t? — (a® + b%)) = t(t + Va2 + b)(t — Va2 + b2).

= Valores propios: \; = —va2 +b%, A2 =0, A3 =+Va?+0b2

= Subespacios fundamentales:
S(A\) = —va?+b%b), S(A,0)={((b,0,—a)),

S(A, A3) = ((a, /a2 + b2, b))
—Va2+b2 0 0 a b a

= D= 0 0 0 , P=—Va*+b> 0 +Va*+1?
0 0 Va?+b? b —a b

12. Ayuda: A diagonalizable <= A = P~!DP con P regular y D diagonal.

5 _9.115 115
13. A0 = (18 1(1)5>, Al = ( 211§1 ; ﬂt—,) (11° = 161051).

14. a) Comprobacién.
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b) Utilizar induccidn.

-2 0 1 1
o= 5)r=(4 5)
Q) an—1( 2332 3" — (—2)"
T 5 2.3t 3. (—2)n . gntl ()t )
) xn = ¢ [3"Th 4 (=1)"- 2" n > 0.

300
15. = f es ortogonalmente diagonalizable, ya que lamatrizA= [0 2 2| coordenada
0 2 5
de f en base candnica es simétrica.
1 00 0 1 0
« D=0 3 0)yP=|-2v5 0 15
0 0 6 Yvs 0 2/v5
16. a) A simétrica, por tanto, ortogonalmente diagonalizable.
-4 0 0 Yz 0 12
D=0 5 0], P= 0 1 0
0 0 10 -/vz2 0 12

b) A simétrica, por tanto, ortogonalmente diagonalizable.

2 0 0 0 Yvz 0 Yvz 0
p_|0 600 p_ |2 0 1/vV/2 0
008 0" 0 Yvz 0 Yz
00 0 8 0 -Yvz 0 vz

¢) A simétrica, por tanto, ortogonalmente diagonalizable.

|
—_
o
o

1/\/§ 1/\/5 —1/\/5
., P=|Yvs 0 2/

!
Il

o
ro
o

0 0 2 WE SYVE VG
2 1 0 -1 0 1
17. ayJ=[0 -2 1], P=[-1 -1 0
0 0 -2 1 0 0
40 0 02 0
by J=[0 4 1|, P=[13 0
0 0 4 00 1
1 0 0 0 1 -1 -1 0
0 -5 0 0 0 2 -1 -1
9J=1o o o ofl T=|1 1 1 o
0 0 00 0 2 0 1
200 0 0 0100 0
02100 0110 0
dJ=|0oo0o2 00|, P=[11000
000 2 1 01010
0000 2 0101 1



CAPITULO 9

Formas Bilineales y Cuadraticas

En el Capitulo 7 se han introducido las aplicaciones lineales generalizando las
funciones lineales de R en R, o rectas. Para presentar el concepto de forma cuadratica
se puede tomar como modelo geométrico las cénicas en el plano R? o las cuddricas
en el espacio R3, ambas expresadas como polinomios de grado dos en dos y tres
variables respectivamente. Concretamente, la ecuacion general de una cénica en el
plano viene dada por

apz® + 2a122y + aggy2 4+ 2a1x + 2ay +ag = 0.

parte cuadratica parte lineal

La parte cuadrética se puede representar matricialmente como x*Ax, siendo A

una matriz simétrica:
ail a1z T
(z ) :
a2 a2 Yy

Las matrices simétricas han sido muy estudiadas por grandes matematicos. Cabe
mencionar a Cauchy quien probd que los valores propios de una matriz simétrica son
reales y, si la matriz es de orden 2 x 2, determinan la longitud de los ejes de la conica
asociada a esta matriz simétrica.

Por otra parte, si se considera la matriz A como la matriz identidad, entonces la
expresién x!Ax se reduce a 22 + 32 o equivalentemente,

x'x = (x,x),

donde (-,-) es el producto escalar usual de R2. Desde este punto de vista, las for-
mas cuadraticas pueden ser vistas como una generalizacion del producto escalar
introducido en el Capitulo 6.
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9.1. FORMAS BILINEALES

A lo largo de este capitulo se trabaja con un tipo especial de aplicaciones llamadas
formas, que son aplicaciones de un espacio vectorial en su cuerpo de escalares K.
Puesto que los espacios vectoriales con los que se trabaja en este texto son reales,
las formas que se consideran son aplicaciones de un espacio vectorial en R.

Definicion 9.1. Sea V un espacio vectorial real. Una forma bilineal sobre V

es una aplicacion
F:VxV — R
(u,v) — F(u,v)

que cumple las siguientes propiedades:
» F(ug +ug,v)=F(u;,v)+ F(ug,v), VYuj,ug,veV.
» F(u,vi+v) = F(u,vy) + F(u,v2), VYu,vy,vpeV.
» F(Au,v) = AF(u,v), Yu,vevV, VieR

» F(u,Av) = AF(u,v), YuvevV, VieR

Observacion. Las propiedades anteriores se pueden resumir diciendo que una forma
bilineal es lineal en cada componente.

Directamente de la definicion anterior se tienen las siguientes propiedades:
Propiedades. Sea F : V x V — R una forma bilineal. Entonces:

» F(u,0)=0,VuelV.

= F(0,v)=0,VveV.

» F(—u,v)=—F(u,v),Vu,veV.

» F(u,—v) =—F(u,v), Yu,v e V.

Definiciéon 9.2. Sea F' una forma bilineal sobre un espacio vectorial V.
» F es simétrica si F(u,v) = F(v,u), Yu,veV.

» F es antisimétrica si F'(u,v) = —F(v,u), Vu,veV.

~~ Ejercicio. Sea F' una forma bilineal antisimétrica sobre un espacio vectorial V.
Probar que F(u,u) =0, Vu e V.
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v Ejemplo 1. Sea F' la forma bilineal definida por:
F:R?2xR> — R
((z1,22), (y1,92)) =  1y2 + kaoyr,

donde k£ € R. Estudiar los valores de k para los que F' es una forma bilineal simétrica
o antisimétrica.

Solucién: Para ver si F' es simétrica o antisimétrica hay que relacionar las expre-
siones de F(u,v)y F(v,u). Siu= (z1,22) y v = (y1,y2):

F(u,v) =z192 + kx2yr, F(v,u) =y + kyax1.
= Fessimétrica <= x1yo+k xoyr = kx1y2+2oy1, Va1, 22,y1,y2 € R<—= k = 1.

= Fes antisimétrica <= x1y2 +k xoy1 = —k x1y2 — Tay1, V1,22, Y1,y2 € R <
k=-—1.

s Si k # 41, entonces F' es una forma bilineal que no es ni simétrica ni anti-
simétrica.

o

v’ Ejemplo 2. Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial euclideo. Segtin la Definicién 6.3 el

producto escalar (-, -) es una forma bilineal simétrica. Ademas, es definida positiva,

es decir, cumple que (u,u) > 0, Yu € V, obteniéndose tinicamente la igualdad para

el vector u = 0.
o

9.1.1. EXPRESION COORDENADA DE UNA FORMA BILINEAL

Las formas bilineales sobre espacios de dimensién finita se pueden representar
mediante matrices, de modo andlogo a lo que sucede con las aplicaciones lineales.

Definiciéon 9.3. Sea V un espacio vectorial real con dmV = n, y F : V x
V — R una forma bilineal. Fijada una base B = {vi,...,v,} de V, la matriz
coordenada de la forma bilineal F’ respecto de la base B es aquella cuyas entradas
son a;; = F(vy,v;); es decir:

F(vi,vi) F(vi,va) -+ F(vi,vy)
F(va,v F(vay,v coo F(va, vy

e (2' 1) (2' 2) | (2' ) € Mat, ()
F(vp,v1) F(vp,ve) -+ F(Vp,Vp)

La matriz coordenada A se puede utilizar para calcular la imagen por F' de
cualquier par de vectores u,v € V: si las coordenadas del vector u en la base B son
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Cg(u) =x = (x1,...,xy,) y las del vector v son Cg(v) =y = (y1,...,Yyn), entonces:
Y1
F(u,v) = (xl o)Al | =xAy = Zaijxiyj,
Yn "

donde se estd usando la notaciéon matricial de los vectores de R™ introducida en

la pagina 127. A esta manera de expresar la forma bilineal se le llama expresion
coordenada.

v Ejemplo 3. Considerar la siguiente forma bilineal

F: R? x R2 — R
((x1,22), (y1,92)) +—  2z1951 — 2292,

y los vectores u = (1,1), v = (0,2) € R2.

a) Hallar la matriz coordenada de f respecto de la base canénica B; = {(1,0), (0,1)}
y utilizarla para calcular la imagen F'(u,v).

b) Repetir el ejercicio utilizando la base B = {(1,1),(—1,1)}.

Solucién:
a) La matriz coordenada respecto de la base canénica es A = (g ) puesto que
ail :F((l,O),(l,O)) :2, alz—F((l, ), 0,1
az1 = F((O’ 1)7 (170)) =0, az2 = F(<07 )7 (07 1))

Asi pues, la expresién coordenada de F' en la base candnica es

Flonanam) = (@ a) (5 %) (1).

En concreto, para los vectores u y v, la imagen por F se calcula como

F(u,v)=(1 1) (3 _01> (g) =-2.

b) Para hallar la matriz coordenada en base Bs es necesario calcular:

bll = F((17 1)7 (17 1)) = 17 b12 = F((L 1)7( 1) 1)) = _37
ba1 = F((—1,1),(1,1)) = =3, by = F((—1,1),(-1,1)) =1,
1 -3 . .
por lo que B = 5 1) Para calcular F'(u,v) utilizando la matriz B se

necesitan las coordenadas de los vectores u y v respecto de la base Ba:

CBz(u) = (170)7 CBQ(V) = (17 1)'
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Asi pues,
F(u,v)=(1 0) (_13 13) G) = -2
o

v Ejemplo 4. Sea A = <1 ;)) la matriz coordenada de una forma bilineal F
sobre un espacio vectorial V' en base candnica. Dar la expresién coordenada de F’ si:
a) V=R
b) V =Ry[z].
Solucién:

a) Sea V = R2. Considerar u = (z1,72), v = (y1,%2) € R?. Sus coordenadas en base
canénica son precisamente x = (x1,z2), y = (y1,y2). El siguiente producto,

11
x' Ay = (951 332) (1 3> (g;) = T1y1 + T1Y2 + T2y1 + 3T2Y2,

determina la expresion coordenada de F':

F: R2? x R2 — R
((x1,22), (y1,92)) +— 11 + 21Y2 + T2y1 + 3T2y2.

b) Sea V = Ry[z]. Considerar u = a1 + asz, v = by + bax dos vectores de Ry [x]. Sus
coordenadas en base candnica son x = (a1, a2), y = (b1, bz). Ahora:

1 1 b
XtAy = (a1 ag) (1 3> (b;) = a1b1 + a1ba + a2b1 + 3azbs.

La expresion coordenada de F' viene dada por:

F: Rl[l‘] X Rl[l’] — R
(a1 + asx, by + bgl’) —  a1b1 + a1bs + asb1 + 3ashs.

<

v Ejemplo 5. Considerar el espacio euclideo usual (R”, (-,-)). Como se ha visto
en el Ejemplo 2, (-,-) es una forma bilineal sobre R™. La matriz coordenada en
términos de la base candnica es la matriz identidad I, por lo que la expresién
matricial resulta:

1

(@1, ), (Y1) = (21 -+ ) | 0 | =Xy,
Yn
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Observacion. Sea F' : V x V — R una forma bilineal sobre V. Si dimV = n,
entonces la matriz coordenada de F' en cualquier base es una matriz cuadrada de
dimensiéon n X n.

Miés ain, se tiene el siguiente resultado sobre matrices cuadradas:

Proposicion 9.4. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Fijada una
base B de V, toda forma bilineal F' : V x V — R se puede representar mediante
una matriz cuadrada. Reciprocamente, a toda matriz cuadrada le corresponde una
Unica forma bilineal.

A través de la matriz coordenada de una forma bilineal F' se pueden obtener
propiedades de F'. Concretamente:

Proposicién 9.5. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Considerar
una forma bilineal F': V xV — R y A su matriz coordenada en una base cualquiera
de V. Entonces:

» [ es simétrica <= A es una matriz simétrica.
s F' es antisimétrica <= A es una matriz antisimétrica.

V' Ejemplo 6. La forma bilineal del Ejemplo 3 es simétrica ya que su matriz
coordenada (tanto en base By como en base Bs) es simétrica.
o

v Ejemplo 7. La matriz coordenada en base canodnica de la forma bilineal del

. 01 e .
Ejemplo 1 es A = ( o) de donde se deduce que F' es simétrica si y solosi k=1
y F es antisimétrica si y solo si k = —1.

9.1.2. CAMBIO DE COORDENADAS EN FORMAS BILINEALES

Del mismo modo que ocurre con las aplicaciones lineales, es 1til estudiar la
relacion entre las matrices coordenadas de una forma bilineal en bases distintas.

Teorema 9.6. Sea V un espacio vectorial real con dimV =ny F:V xV — R
una forma bilineal sobre V. Sean By y By dos bases de V' y sean A y B las matrices
coordenadas de F' respecto de las bases By y Ba respectivamente. Si P es la matriz
de cambio de coordenadas de la base By a B7, entonces:

Demostracion. Sean u y v dos vectores de V. Considerar sus coordenadas en las
bases By y Bs:
Cp,(u) =%, Cg,(u)=x.
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Cs, (V) =y, Cp(v)=Y.
Sea P la matriz de cambio de coordenadas de la base By a Bi. Entonces:

Px=x, Py=y.
De este modo, la expresién coordenada de F' es:
F(u,v) = x'Ay = (PX)'A(Py) = X'(P'AP)y,
es decir, P'AP es la matriz coordenada de F' en base Bs. O

El teorema anterior indica que todas las matrices coordenadas de una misma
forma bilineal en bases distintas estan relacionadas por la expresién anterior.

Definicién 9.7. Dos matrices A, B € Mat,(R) se dice que son congruentes si
existe una matriz regular P tal que B = P'AP.

Observacién. No confundir matrices congruentes, B = P! AP, con matrices seme-
jantes, B = P"1AP.

Las matrices congruentes se caracterizan por la siguiente propiedad:

Proposicion 9.8. Dos matrices A y B son congruentes si y solo si ambas representan
la misma forma bilineal en bases distintas.

V" Ejemplo 8. Comprobar que las matrices A y B del Ejemplo 3 son congruentes.

Solucién: La matriz P de cambio de coordenadas de By a B es P = <1 _1> . Se
tiene que:

= (45 0)6 )0 )G )

Observacion. Dos matrices congruentes A, B € Mat,,(R) tienen el mismo rango ya
que Py P! son matrices regulares. Este hecho da sentido a la siguiente definicién:

o

Definicion 9.9. Sea F': V x V — R una forma bilineal sobre un espacio vectorial
V de dimensioén finita n:

= El rango de la forma bilineal F', denotado como rg F, es el rango de una de
sus matrices coordenadas.

= Una forma bilineal de rango méximo, es decir rg F' = n, se dice regular.

= Una forma bilineal se dice singular o degenerada si no es regular.

v Ejemplo 9. La forma bilineal del Ejemplo 3 es regular, ya que rg F = rg A = 2.
o
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9.1.3. DESCOMPOSICION DE UNA FORMA BILINEAL

El siguiente resultado muestra que las formas bilineales simétricas y antisimétri-
cas permiten construir cualquier forma bilineal.

Teorema 9.10. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Toda forma
bilineal F': V x V — R se puede descomponer de manera tinica como suma de una
forma bilineal simétrica y otra antisimétrica:

F=F S + F A-
Demostracion. Dada la forma bilineal F' se definen las siguientes formas bilineales:
1 1
Fs(u,v) = 3 (F(u,v) + F(v,u)), Fa(u,v)= 3 (F(u,v) — F(v,u)).

Es inmediato comprobar que Fs es simétrica y F4 es antisimétrica. Ademads
F=Fg+ Fy.

Para demostrar la unicidad basta considerar dos posibles descomposiciones de
la forma bilineal F: F' = Fs+ F4 vy FF = Gg + G4, donde Fg y Gg son formas
simétricas mientras que F4 y G4 son antisimétricas. Igualando ambas expresiones:

Fs+Fy=Gs+Gyu<= Fs—Gg= Gg— Fyu .
—— ——
simétrica antisimétrica
Se obtiene que una forma simétrica es igual a una antisimétrica, por lo que debe

ser la forma nula. Asi: Fig = Gg y F)a = G4, con lo que se tiene la unicidad de la

descomposicion.
O

Corolario 9.11. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Sea F' una
forma bilineal sobre V. Se considera la descomposicién F' = Fg + F4. Entonces:

n F' es simétrica <— F4 = 0.

s [ es antisimétrica <= Fg = 0.
v Ejemplo 10. Descomponer la forma bilineal dada en el Ejemplo 1, en su parte

simétrica y antisimétrica.

Solucién: La expresién coordenada de F' en base canénica es F'(u,v) = x1ya+krayi.
Aplicando el teorema anterior,
Fs(u,v) = % (F(u,v)+ F(v,u)) = %(:myz + kzoy1 + x2y1 + kx1y2)

= % (T1y2 + 221) -

Fa(u,v) = % (F(u,v) — F(v,u)) = %(mlyg + kxoyr — xoy1 — kx1y2)
1

= %k (x1y2 — T2y1) -

Se observa que F' = Fg (F es simétrica) si y solo si Fy = 0, es decir, k = 1.
Anélogamente, F' = F4 (F es antisimétrica) si y solo si Fg = 0, es decir, k = —1.
o



Formas cuadréaticas 287

9.2. FORMAS CUADRATICAS

Esta seccién se dedica al estudio de las formas bilineales simétricas, ya que estas
generan un tipo especial de formas muy importante en geometria, denominadas
formas cuadrdticas.

Definiciéon 9.12. Sea V un espacio vectorial real y F': V x V — R una forma
bilineal sobre V. La forma cuadratica asociada a F' es la aplicacién

Q:V — R
v = Q(v)=F(v,v).

~~ Ejercicio. Sea F' una forma bilineal sobre V y sea ) su forma cuadratica
asociada. Comprobar:

Qu+v)=Q(u)+Q(v)+ F(u,v) + F(v,u).

v' Ejemplo 11. Hallar la forma cuadrética asociada a la forma bilineal dada en el
Ejemplo 1.

Solucién: La expresién coordenada de F' en base canénica es F'(u,v) = x1ya+krayi,
por lo que la forma cuadratica es:

Q(V) = F(V,V) = 2129 + kxoz) = (k + 1).’E1£172.

Directamente de la definicién se sigue que:
Propiedades.
1. Q(0) =0.

2. QW) = A2Q(v), V¥v eV, VXeR. (Notar que una forma cuadritica no es
una aplicacion lineal).

Observaciones.

= Formas bilineales distintas pueden tener asociada la misma forma cuadratica.

= De todas las formas bilineales que tienen asociada la misma forma cuadrati-
ca (), solo una es simétrica. Esta forma simétrica, denotada por Fj,, recibe un
nombre especial (ver siguiente definicién).

Definicion 9.13. Sea @) : V' — R una forma cuadratica sobre V. La forma bilineal
simétrica asociada a () se denomina forma polar asociada a (). Su expresion es:

Qu+v) - Q) - Q(v)
5 :

Fy(u,v) =
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V' Ejemplo 12. Considerar las formas bilineales representadas (en la base canénica)

por las matrices
0 2 00
A= (O O) ’ B= (2 0) '

Comprobar que ambas tienen la misma forma cuadratica asociada y calcular la
forma polar de esta.

Solucién: Las matrices A y B no son simétricas, por lo que las formas bilinea-
les que definen, F4 v Fp, tampoco lo son. Las formas cuadraticas asociadas son,
respectivamente:

Qa(v) = Fa(v,v) = Fa((w1,22), (w1, 22)) = (21 x2) (8 g) @;) = 22179,

0 0 T
QB(v) = Fp(v,v) = Fp((z1,22), (1,22)) = (21 22) (2 0) (xi) = 2x123.
En ambos casos se tiene la misma forma cuadrética:
Q: R? — R
(r1,22) — 2x129.
La forma polar de @@ viene dada por

2(x1 4+ y1) (22 + y2) — 2z122 — 2012
2

Fp((l"lafl??)a (Y1,92)) = = x1Y2 + X2U1,

0 1
10
matriz simétrica, como corresponde a una forma bilineal simétrica.

cuya matriz coordenada en base candnica es C' = ) . Observar que C' es una

b

Proposicién 9.14. Sea F una forma bilineal, ) su forma cuadratica asociada y F), la
forma polar asociada a ). Si F' se descompone en su parte simétrica y antisimétrica,
se tiene que

Fp = FS;

es decir, la forma polar es la parte simétrica de la forma bilineal F'. Mas aun:
» I es simétrica <= F), = F.
= I es antisimétrica <= F}, = 0. (En este caso, Q) = 0.)
v’ Ejemplo 13. Considerar la forma cuadratica Q(v) = (k + 1)x12 asociada a la
forma bilineal del Ejemplo 1. Hallar su forma polar.
Solucién: Sean u = (r1,22) y v = (y1,y2) dos vectores de R%. Entonces:

Fp(u, V) _ Q(u+v)*¢2?(u)*Q(v) _ # ((xl + y1)<1‘2 + yz) — Tz — y1y2)

= % (T1y2 + T2u1) -

Se observa que, efectivamente, Fj, coincide con Flg, calculada en el Ejemplo 10.
o
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9.2.1. EXPRESION COORDENADA DE UNA FORMA CUADRATICA

Definicion 9.15. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita n y sea
Q : V — R una forma cuadrética. Considerar una base B de V. La matriz
coordenada de () en la base B es la matriz coordenada A de la forma bilineal
polar de @, Fj.

La expresion matricial de la forma cuadrética @ es
Q(v) = x' Ax,

donde A € Mat,(R) es una matriz simétrica y Cg(v) = x = (z1,...,2,) son las
coordenadas del vector v en la base B:

T ail - Qln Z1
QW)= (1 - zp) Al P | =(z1 - xa) | e L=

LTn Q1n **° Qpn Tn

n
Q(V) = Z Qs l’? + Z 2aij TiTj
=1

i<j

La expresion anterior es un polinomio homogéneo de grado 2 en las coordenadas
x; con coeficientes reales.

Por otra parte, si se conoce la expresion polinémica de la forma cuadrética como
polinomio homogéneo de grado 2, debidamente ordenado, Q(v) = Zig j CijTixj, la
obtencién de la matriz coordenada de @, A = (a;;), es inmediata:

» a;; = ¢, es decir, el coeficiente de z? en Q(v).

"o = %cl-j, es decir, % del coeficiente de z;z; en Q(v), si i # j.

La expresion polindmica de @ recibe el nombre de expresion coordenada.
v Ejemplo 14. Dada la forma cuadrética @, hallar su expresién matricial:

Q: R3 — R
(z1,22,23) > x% + 396% — 296:2,, + 2x129 + T273.

Solucién: La matriz A = (a;;) € Mats(R) se construye como sigue:
Los elementos de la diagonal se obtienen directamente:

= a1 es el coeficiente de 1‘% = a1 = 1.

» ags es el coeficiente de 73 = age = 3.
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= a3z es el coeficiente de m% = ag3 = —2.

Los elementos que no estan en la diagonal:
= a19 = a9 es el coeficiente de x19 dividido entre dos = a12 = a1 = 1.
= a13 = azy es el coeficiente de x13 dividido entre dos = a12 = as1 = 0.
= ag3 = asz es el coeficiente de x93 dividido entre dos = a2 = ag; = 1/2.

Asi, la expresion matricial de @ es:

1 1
Qz1,x0,23) = (1 xp x3) (1 3 12| |z
0

9.2.2. CAMBIO DE COORDENADAS EN FORMAS CUADRATICAS

La expresién coordenada de una forma cuadratica @ : V' — R depende de la base
elegida en el espacio vectorial V. La relacion entre las expresiones de @) al considerar
dos bases distintas de V' viene dada en el siguiente teorema.

Teorema 9.16. Sea () : V — R una forma cuadratica sobre un espacio vectorial
V' de dimensién finita n. Sean By y By dos bases de V' y sean A y B las matrices
coordenadas de () respecto de las bases By y Bs respectivamente. Si P es la matriz
de cambio de coordenadas de la base By a By, entonces:

Demostracion. Si las coordenadas de un vector v € V en las bases By y By vienen
dadas por:
x=0Cp, (v), xX=Cp(v),

y su relacién a través de la matriz P es x = PX, se tiene que:
Q(v) = x'Ax = (PX)'A(PX) = X'(P'AP)X,

es decir, P'AP es la matriz coordenada de @) en base Bo.

Observaciones.
» Como A es una matriz simétrica, también P! AP es simétrica.

= Dos matrices simétricas congruentes representan una misma forma cuadratica
en bases distintas.
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Definicion 9.17. Sea V un espacio vectorial de dimension finitay @ : V — R
una forma cuadrética. Se llama rango de @ al rango de una cualquiera de sus
matrices coordenadas.

v Ejemplo 15. El rango de la forma cuadratica del Ejemplo 14 es 3, ya que su
matriz coordenada A € Mat3(R) es regular, es decir, su rango es 3.
o

9.3. DIAGONALIZACION DE FORMAS CUADRATICAS

Dada una forma cuadritica @ : V — R se pretende encontrar una expresion
coordenada de () lo mas sencilla posible; equivalentemente, encontrar una base de V'
en la que la matriz coordenada de @ sea diagonal. Esto es siempre posible debido al
siguiente resultado:

Teorema 9.18. Sea A € Mat, (R) una matriz simétrica. Entonces, A es congruente
a una matriz diagonal.

Recordar que toda matriz simétrica es ortogonalmente diagonalizable y, por tan-
to, congruente a una matriz diagonal.

En la siguiente definicion se presenta la expresion coordenada de una forma
cuadratica cuya matriz coordenada es diagonal.

Definicion 9.19. Sea @ : V — R una forma cuadrética sobre un espacio vectorial
real V de dimension finita n. Se llama expresién candnica de la forma cuadratica
a cualquier expresion del tipo:

Q(V) = En: kl 1712’
=1

siendo (z1,...,2,) las coordenadas de v en una determinada base D.

El objetivo de esta seccion es buscar expresiones candnicas de formas cuadraticas
donde los k; tomen el valor 1, —1,0.

Definicion 9.20. Sea D una base de V en la que la expresion de la forma cuadrati-
ca () es candnica. La base D recibe el nombre de base conjugada.

Observacion. La matriz coordenada de () en una base conjugada es diagonal pues
en la expresién canoénica no aparecen términos cruzados del tipo x;z; con 7 # j.
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Antes de diagonalizar una forma cuadratica @), es conveniente clasificarla aten-
diendo a la siguiente definicién:

Definicion 9.21. Sea @) : V — R una forma cuadrética.
s (@ se dice definida positiva si Q(v) >0, Vv eV, v £ 0.
» (@ se dice definida negativa si Q(v) <0, Vv eV, v #£0.

Q se dice semidefinida positiva si Q(v) > 0, Vv € V, v # 0, (en particu-
lar, existe algin v # 0 tal que Q(v) = 0).

Q se dice semidefinida negativa si Q(v) < 0, Vv € V, v # 0, (en parti-
cular, existe algun v # 0 tal que Q(v) =0).

@ se dice indefinida en otro caso, es decir, Ju,v € V tales que Q(u) > 0
y Q(v) <0.

Usando la relacién entre matrices simétricas y formas cuadraticas, tiene sentido
definir los conceptos anteriores para el caso de matrices.

Definicién 9.22. Una matriz A € Mat, (R) simétrica real se dice de uno de los
tipos anteriores si la forma cuadrética que define Q(v) = x'Ax es de ese tipo.

1 1 0
v_ Ejemplo 16. Comprobar que la matriz A= |1 3 1/2 ] es indefinida.
0 12 -2

Solucidén: Observar que la forma cuadratica que define la matriz A es la dada en
el Ejemplo 14. Para comprobar que A es indefinida basta ver que lo es la forma
cuadratica asociada @, encontrando dos vectores u # 0 y v # 0 tales que Q(u) > 0
y Q(v) <0.

Las comprobaciones anteriores se pueden realizar con la expresion analitica de
la forma cuadratica o bien con la expresion matricial.

Por ejemplo, tomando u = (1,0,0) y v = (0,0, 1), entonces:

1 1 0 1
Qu)=(1 0 0)(1 3 12][0]=1>0,
0 12 -2 0
1 1 0 0
Qv)=(0 0 1)1 3 12])|0o]=-2<0.
0 12 -2 1



Diagonalizacién de formas cuadraticas 293

En general no es sencillo clasificar matrices o formas cuadraticas usando las
definiciones. El siguiente resultado es fundamental para resolver este problema.

Teorema 9.23 (Ley de inercia de Sylvester). Sea @ una forma cuadritica sobre
un espacio vectorial real V' de dimensién finita n. Suponer que existen dos bases
de V, By y Bs, en las que la expresion de @ es candnica, es decir, B1 y By son bases
conjugadas. Entonces, el nimero de términos que aparecen con coeficientes positivos
en la expresion de @, asi como el nimero de términos que aparecen con coeficientes
negativos, es el mismo en ambos casos.

El resultado anterior permite dar la siguiente definicién:

Definicion 9.24. El numero de términos positivos que aparece en una expresion
candnica cualquiera de ) se denomina signatura de la forma cuadratica.

Proposicion 9.25. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finitay @ : V — R
una forma cuadratica. Sea D una matriz coordenada diagonal de (). Suponiendo que
se ordenan los valores de la diagonal en positivos, negativos y ceros:

D =diag (a1,..., 06, 0541, .-, 0p,0,...,0).

>0 <0

Entonces:

= 7 =rg () = numero de elementos no nulos en la diagonal.

= s = sign () = numero de elementos positivos en la diagonal.
Consecuencia. Del resultado anterior se deduce que:

El rango y la signatura de una forma cuadratica permiten su clasificacién:

Teorema 9.26. Sea V un espacio vectorial real de dimension finitay @ : V — R
una forma cuadratica sobre V. Entonces:

= () es definida positiva si y solo si rg @ = sign @@ = dim V.

@ es definida negativa si y solo si rg@Q = dimV y sign @ = 0.

@ es semidefinida positiva si y solo si rg ) = sign Q < dim V.

Q@ es semidefinida negativa si y solo si rgQ < dim V' y sign @ = 0.

Q@ es indefinida si 0 < signQ < rg Q.
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En forma de tabla, la clasificacion es la siguiente:

Signatura Rango Clasificaciéon
rg@ =dimV Definida negativa
sign@ =0
rg@ < dimV | Semidefinida negativa
0 <sign@ <rgQ Indefinida
rg@ < dimV | Semidefinida positiva
sigh @ =rg @
rg@Q =dimV Definida positiva
1 0 0
v Ejemplo 17. Determinar el rango y la signatura de la matriz A= [0 —1 0
0 0 &k

en funcién de los valores del parametro k y clasificar la forma cuadratica que define.

Solucién: Aplicando la Proposicion 9.25 se deduce que:

k<0: rgA=3,signA=1,
k=0: rgA=2signA=1,
k>0: rgA=3, signA=2.

Utilizando el Teorema 9.26 se tiene que para todo valor de k la matriz A, y por
tanto la forma cuadrética asociada, es indefinida.
o

A continuacién se pretende encontrar una base conjugada de V, es decir, una
base en la que la forma cuadratica se represente mediante una matriz diagonal o,
equivalentemente, la expresion de @ sea candnica. Para ello, se utilizan tres proce-
dimientos:

= Método matricial basado en la diagonalizaciéon ortogonal de matrices estudiada
en el Capitulo 8.

= Método polinémico o de Lagrange basado en el proceso de completar cuadra-

dos.

= Representaciéon matricial del método de Lagrange utilizando la relacién de
congruencia entre matrices simétricas.
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9.3.1. DIAGONALIZACION POR VALORES PROPIOS

Teorema 9.27 (Teorema de los ejes principales). Sea @ : V — R una forma
cuadrética sobre un espacio vectorial real de dimension finita n y sea A € Mat,,(R)
su matriz coordenada en una cierta base B. Entonces, existe una base D de V en
la cual la matriz coordenada de () es diagonal, con los valores propios de A, A;, en
la diagonal (repetidos segiin su multiplicidad). La expresién coordenada de @ en
base D es:
Q(v) =y'Dy = My + - + Ay

Ademss:

» rg ) = nimero de valores propios no nulos (contados con multiplicidades).

» sign ) = nimero de valores propios positivos (contados con multiplicidades).

Demostracion. Recordar en primer lugar el Teorema 8.20 segun el cual toda matriz
simétrica es ortogonalmente diagonalizable. Aplicando la diagonalizacién ortogonal
a la matriz A, existe una base D de V ortonormal formada por vectores propios
de modo que P~'AP = D, donde P es la matriz de cambio de coordenadas entre
la base de vectores propios y la base ortonormal inicial B. Por ser P una matriz
ortogonal, P~! = P!, por lo que D = P'AP. Si la primera base es la base canénica
de V, entonces las columnas de P son los vectores propios de A y reciben el nombre
de ejes principales de la forma cuadratica. La matriz D es diagonal y esta formada
por los valores propios de la matriz A.

O

V" Ejemplo 18. Considerar la siguiente forma cuadratica sobre R3:
Q(v) = 2% + 22 + 2% — 2xy29 — 21123 — 22013,

expresada en términos de la base canénica. Aplicar el teorema anterior para en-
contrar la diagonalizacién de la forma @, indicando ademas la matriz P y los ejes
principales. Clasificar Q.

Solucién: En términos de la base canénica de R3, la matriz A asociada a la forma
cuadratica Q) es

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1
Los valores propios de A son A\; = 2, con multiplicidad 2 y Ay = —1 con multi-

plicidad 1. La diagonalizacién ortogonal de esta matriz aparece en el Ejemplo 8 del
Capitulo 8 salvo el orden elegido:

va 0 -2 1 -1 -1 Yva -6 13 2 0 0
“Yve 2V -Yve| [ -1 1 -1 0 2/v6 Y3l =10 2 0
1/v3 1/v3 1/v3 -1 -1 1 “va -YVE Y3 00 -1

Pt A P D
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En términos de la base

p:{(;()i) (ili) (LLL)}
\/57 k) \/i ) \/67 \/é’ \/6 ) 3 k) \/g’ 3 )
se obtiene la siguiente expresién canodnica de Q:

Q(v) = 2u7 + 25 — 3,

donde Cp(v) = (y1,y2,y3). Ademds, los vectores de la base D constituyen los ejes
principales. Por ultimo, el rango de @ es 3 (pues ningin valor propio es nulo) y
la signatura es 2 (porque hay dos valores propios positivos), por lo que la forma
cuadratica @ es indefinida.

o

Observacion. El teorema indica la existencia de una base en la que la matriz
coordenada es diagonal con valores propios en la diagonal. Sin embargo, pueden
existir otras bases conjugadas en las que la matriz coordenada sea diagonal y no
aparezcan los valores propios en ella, como se ve en el siguiente corolario.

Corolario 9.28. Sea () : V — R una forma cuadratica. Entonces existe una base
de V en la cual la matriz coordenada de () es diagonal con 1’s, —1’s y 0’s:

r

diag (1,...,1,—1,...,-1,0,...,0),
——

S

es decir, existe una base de V en la que la forma cuadratica se expresa de manera
candnica como:

QW) =y +95+ . 0 — Yo — - — Y
donde:
= 7 =r1g () = nuimero de 1’s y —1’s en la diagonal.
= s = sign () = numero de 1’s en la diagonal.

Demostracion. Por el Teorema 9.27, dada A una matriz coordenada de () en una ba-
se B, existe una base conjugada D de V de modo que P!AP = D = diag(\1, ..., \n).
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que los valores propios aparecen en
la diagonal ordenados del siguiente modo: Aq, ..., As son positivos; Ast+1,..., A, son
negativos; Ap41 = ... = A, =0.

Considerar la matriz diagonal U € Mat, (R):

1 1
U = diag Yy B P I I
(\/l/\1| \/|)‘r| )
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Si se multiplica U a derecha y a izquierda de D, se obtiene una matriz diagonal
con 1’s, —1’s y 0’s, concretamente:

UDU = D =diag (1,...,1,-1,...,—1,0,...,0).
——

S

Ahora,
P'AP =D = U(P'AP)U = UDU = (PU)'A(PU) = D.
Llamando R = PU, se tiene que R'AR = D. Las columnas de la matriz R

proporcionan la base de vectores en los que la matriz coordenada de @ es D.

O

V' Ejemplo 19. Hallar una expresién canénica con coeficientes 1’s, —1’s y 0’s de
la forma cuadrética dada en el Ejemplo 18.

2 0 0
Solucién: La matriz diagonal hallada en el ejemplo anteriores D= [0 2 0 |,
0 0 —1
vz 0 0
por lo que la matriz U necesaria es: U = 0 Yv2 0
0 0 1

Las matrices R y D vienen dadas por:

Y2 vz 1VE 10 0
R=PU=| 0 2viz Yv3|, D=|01 0
,1/2 ,l/m 1/\/5 O O —1

Por trabajar en el espacio vectorial V = R3 y ser la base B la base canénica, las
columnas de la matriz R constituyen la base buscada. Asi, en base

D 1 =1 =1 2 -1 11 1
p={309). (HH ) (o5}
la expresién coordenada de la forma cuadratica es
Q(v) =yi +y5 — 3,

donde Cg (v) = (y1, Y2, y3). De esta expresion se deduce inmediatamente que el rango
de @ es 3 (aparecen y1,y2,ys en la expresién de Q) y la signatura es 2 (pues son dos
variables las que llevan el signo positivo, y1,y2).

o
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9.3.2. DIACONALIZACION POR EL METODO DE LAGCRANGE

En la practica no siempre resulta util obtener una expresion canénica de una
forma cuadratica realizando la diagonalizacién ortogonal de una de sus matrices
coordenadas, ya que puede ser dificil el cdlculo de los valores propios de la misma.
Si se trabaja con la expresion coordenada de la forma cuadratica se puede utilizar
el siguiente procedimiento.

‘ Método de Lagrange ‘

Considerar la expresién general de una forma cuadratica Q:

Q(V) = Z Qi TiTj.

i<j

Para obtener una expresion canodnica de la forma cuadrética, o equivalentemen-
te, para encontrar una base conjugada de V se procede utilizando los cambios de
variables que a continuacién se detallan:

1. Si para algiin indice 7 se tiene que a;; # 0,es decir, si aparece alguna variable al
cuadrado, z? , se completan cuadrados con todos los términos que contengan
x; para obtener

2
1 a;j
Q(V) =a | z; + 52 ;Umj +Q1($1,. ey L1, Tt 1, - - .,l‘n),
g

donde ()1 es una nueva forma cuadratica con n — 1 variables, con la que se
inicia de nuevo el método. El cambio de variables que se utiliza es:

yi=witg) Gl
J#i
Y; = T;, para j #i.

2. Siaj; =... = an, =0, es decir, si no aparece ninguna variable al cuadrado,
se elige un coeficiente a;; # 0. Haciendo el cambio de variables

Ti =Yi T Yj
Tj =Y —Yj

T =y para k # 1, j,

la expresiéon Q(y1, ..., yn) contiene términos cuadréticos, por lo que se vuelve
al caso anterior.
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Hay que aplicar tantos cambios de los tipos anteriores como sea necesario y en
el orden adecuado.

Para obtener la base conjugada de V' es necesario concatenar todos los cambios
de variables que se han realizado en el proceso anterior, obteniendo una relacién
matricial entre las variables iniciales y finales, de la cual se extrae la base buscada.
En el ejemplo siguiente se explican los pasos a seguir con mas detalle.

V' Ejemplo 20. Diagonalizar segiin el método de Lagrange la forma cuadratica
dada en el Ejemplo 18.

Solucién: La expresion en base candnica de @) es la siguiente:
) 2 2
Q(v) = 27 + 25 + 25 — 22122 — 22173 — 22073.

Como el coeficiente que acompana a x% es no nulo, a;; = 1 # 0, se comienza el

método por el paso 1, agrupando todos los términos que contienen x:
Q(v) = (23 — 2x129 — 2x1203) + 23 + 23 — 2w013.
A continuacién, se completan cuadrados en la parte que contiene xy:
2} — 2wy — 21173 = (21 — T2 — 23)% — (23 + 23 + 22013).
Sustituyendo la expresién anterior en Q(v):

Qv) = (ﬁ — 22119 — 22123) + x% + x% — 2x0x3

[(v1 — 22 — x3)% — (23 + 23 + 22073)] + 23 + 22 — 22973

(71 — 22 — 23)% — 4223,

Con el cambio
Y1 =1 — T2 — T3
Yo = T2
Ys =3

la nueva expresion coordenada de @) es

Q(v) =y} — dyoys = ¥} + Q1(y2, y3)-

La nueva forma cuadratica )1 se encuentra en el paso 2 del método de Lagran-
ge por lo que se plantea el siguiente cambio, donde la variable y; simplemente se
renombra:

Y1 =u
Y2 = U2 + U3
Y3 = U2 — us.
Se obtiene:
Qv) = u% — 4u§ + 4u§.



300 Formas Bilineales y Cuadréticas

Por 1ltimo si se reordenan y normalizan las variables mediante

w1 = Uq
wo = 2U3
w3 = QUQ

se concluye que
2 2 2
Q(v) = wi + wj — w3,

de modo que el rango de @ es 3 y la signatura 2, como ya se ha visto en ejemplos
anteriores.

Finalmente, para obtener la matriz P cumpliendo P!AP = D es necesario ex-
presar las primeras variables en funcién de las tltimas, es decir x = Pw:

T =y1 + Y2 +ys3 = up + 2uz = wy + ws T 1 0 1 w
w2 = Y2 = uz +uz = 5(wz +ws) — |z =0 v2 vaf [w
T3 = Y3 = U — U3 = %(wg — wZ) xs 0 71/2 1/2 ws
—_——
P

Por trabajar en R? con base canénica, la base que diagonaliza la forma cuadréti-
ca estd formada por las columnas de P: {(1,0,0) (0, %, %1), (1,%,%)}. La matriz
coordenada de () es

10 0
D=0 1 0
0 0 -1

9.3.3. DIAGONALIZACION POR CONGRUENCIA

Este método estd basado en las transformaciones elementales, aunque se puede
interpretar como una expresion matricial del método de Lagrange. Dadas dos ma-
trices congruentes A y B, existe una matriz regular P de modo que B = P'AP. Por
ser P! regular, es producto de matrices elementales, P! = P, - - - P;. De esta manera:

B=P'AP = (P,---P)A(P---P))' = (Py--- P)A(P}--- P}).

Recordando el Capitulo 2, si P; es una matriz elemental, Pf es la matriz que
representa la misma transformacién elemental por columnas. Por tanto, P, AP} es
la matriz que resulta de A tras aplicar la misma operacién elemental por filas y por

columnas.

Proposicion 9.29. Dos matrices cuadradas A y B son congruentes si y solo si
una puede obtenerse a partir de la otra haciendo transformaciones elementales, las
mismas por filas que por columnas.
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Sea @ : V — R una forma cuadratica y sea A su matriz coordenada en la base
candnica de V. Para encontrar una matriz diagonal congruente con A se sigue el
siguiente esquema:

In ‘ A mismas operaciones por filas y columnas Pt ‘ D
[ 1o P

Observar que las operaciones por filas afectan a (I, | A), mientras que las ope-
. A .
raciones por columnas afectan a @ Las columnas de P proporcionan una base
n
conjugada de V.

v Ejemplo 21. Diagonalizar por congruencias la matriz
1 -1 -1

A=1[-1 1 -1
-1 -1 1

Solucién: Aplicando el esquema anterior, es necesario hacer operaciones elementa-

les, las mismas por filas que por columnas a la matriz < I3 I ) hasta transformar
A en una matriz diagonal:

1 o1 -1 -1 1 01 -1 -1

01 0|-1 1 -1 11 0/0 0 -2

0 1]-1 -1 1 1 110 =2 0
1 0 0 Pyi(1) 1 0 0 columnas
0 1 0 P51 (1) 0 1 0
0 O 1 0 1

1 001 0 O 1 01 0 0

11 0/0 0 -2 21 1|0 -2 -2

10 1/0 -2 O 1 110 -2 0
1 1 1 Py3(1) 1 1 1 columnas
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 O 1

1 001 0 O 1 0 0|1 0 0

1 0 —4 -2 2 1 110 —4 -2

10 1/0 -2 O 0 -12 1210 0 1
1 2 1 P32(—1/2) 1 2 1 columnas
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
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1 0 0]1 O 0 1 0 011 O 0
2 1 110 -4 0 1 12 1210 -2 0
0 -2 12|10 O 1 0 -2 12|10 0 1
1 2 0 Py(1/2) 1 2 0 columnas
0 1 -1/ 0 1 -1/
0 1 1) 0 1 1)
1 0 0]1 O 0 1 0 011 O 0
1 12 12]0 -1 0 0 -Y2 12[0 0 1
0 -2 2|0 O 1 1 12 1/2/0 -1 0
1 1 0 Ps3 1 1 0 columnas
0 12 -—1/2 0 2 -1/
0 12 1)2 0 12 1)2
1 0 011 O 0
0 -Y2 1210 1 O
1 12 1270 0 -1 ([ P'|D
1 0 1 _< P)'
0 -1z 1/
0 12 1)2

Las columnas de P proporcionan la base buscada. Asi, en términos de la base
{(1,0,0), (0,5,2), (1,3, 3)}, la matriz coordenada de la forma canénica es diago-

22
10 0
nal: D =diag(1,1,-1)=10 1 0
00 -1

9.4. FORMAS BILINEALES ANTISIMETRICAS

En las secciones anteriores se han estudiado las formas bilineales simétricas a
través de las formas cuadréticas. Ahora, se presenta brevemente la manera de ex-
presar canénicamente las formas bilineales antisimétricas.

Teorema 9.30. Sea V un espacio vectorial real con dimV =nysea F: VxV — R
una forma bilineal antisimétrica. Entonces, el rango de f es par, rg F' = 2k. Ademaés,
existe una base de V en la que la matriz coordenada de F' es diagonal por bloques
con n — 2k bloques nulos de dimensién 1 y k& bloques de la forma

G

Observacion. El procedimiento para encontrar la base del teorema es similar a la
diagonalizacién por congruencia vista para formas cuadraticas.
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v Ejemplo 22. Considerar la siguiente forma bilineal antisimétrica sobre R3:

F: R3 x R3 — R
((z1,22,23), (Y1,92,93)) = (z1y2 — 22y1) + 2(@1y3 — x3Y1) + (@23 — T3Y2).

Hallar una base de R? de modo que la matriz coordenada de F sea

0 1 0
B=|-1 00
0 00
0 1 2
Solucién: La matriz coordenada de F' en base canénicaes A= [ -1 0 1].Es
-2 -1 0

inmediato comprobar que su rango es 2 por lo que, aplicando el teorema anterior,
existe una base en la que la matriz coordenada es B. Se puede llegar a esta matriz
realizando a la matriz A las mismas operaciones por filas y por columnas.

1 0 0|0 1 2 1 0 0] 0 1 2
01 0|-1 0 1 0 1 0j-1 0 1
00 1/]-2 -1 0 0O -2 10 -1 -2
1 0 0 P32(—2) 1 0 0 columnas
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 O 1
1 0 0] O0 1 0 1 0 00 1 O
0 1 0}-1 0 1 0 1 0|-1 0 1
0 -2 10 -1 0 1 -2 110 0 O
1 0 0 P31(1) 1 0 O columnas
0 1 -2 0 1 -2
0 0 1 0 0 1
1 0 00 1 O
1 -1 0 0
1 -2 10 0 0 _(P'|B
1 0 1 ( P>'
0 1 =2
0 0 1

La base buscada la forman las columnas de P: {(1,0,0), (0,1,0), (1,—-2,1)}.
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9.5. APLICACIONES

En esta seccién se ve una aplicacién de la diagonalizacion de formas cuadraticas
definidas sobre R? para la clasificacién y estudio de las cénicas. Se puede plantear un
estudio analogo para las cuadricas a través de diagonalizacién de formas cuadraticas
sobre R3. Concretamente, se ve que toda ecuacién polinémica de segundo grado en
dos variables

a112% 4 2a19wy + azy® + 2a1x + 2a2y + ag = 0,

donde alguno de los coeficientes ai1, a2, azs es distinto de cero, representa una
conica, entendiendo por conica también los casos degenerados. De hecho, la ecuacién
anterior puede representar:

= Una elipse, una parabola o una hipérbola.
= Un par de rectas secantes, paralelas o coincidentes.
= Un punto o nada.

Ademss, se estudia bajo qué condiciones la conica esté girada respecto a los ejes
coordenados y cémo determinar sus elementos caracteristicos en ese caso.
En primer lugar se destacan dos partes diferenciadas en la ecuacién de la cénica:

a112% 4 2a192y + agey® + 2a1x + 2a2y +ag = 0.

parte cuadrética parte lineal

El proceso para llevar la ecuacién anterior a la ecuacion reducida de la cénica
tiene dos etapas:

1. Mediante un cambio de variables ortogonal hay que conseguir que la parte
cuadratica de la ecuacion no contenga términos cruzados, es decir, se necesita
un cambio de variables x = PX con P una matriz ortogonal. Observar que si
el coeficiente a12 = 0, se pasa directamente al siguiente punto.

2. Una vez obtenida la ecuacién de segundo grado sin términos cruzados, basta
completar cuadrados, o equivalentemente, hacer una traslacién: x’ = x — v.

Finalmente, para obtener los elementos caracteristicos y la representacién grafica
en el sistema de ejes original, es necesario deshacer los cambios de variables anterio-
res: x = P(x' +v).

A continuacién se analiza cada uno de los pasos con mas detenimiento:

1. En términos matriciales, la ecuacién de la cénica adopta la siguiente forma:

e (o 2) ()2 @ () reome
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Realizando la diagonalizacién ortogonal de la matriz asociada a la parte cuadra-
. a1l a . . .
tica A = <a11 a12>: Si A1 y A2 son los valores propios de A, se eligen dos
12 @22
vectores propios ortonormales vy y v2 de modo que el dngulo de vy a va es §
en sentido positivo (contrario a las agujas del reloj). De este modo se obtiene:

A0

t — —_
PAPD(0 o

) donde P = (vi|va).

Si se definen nuevas coordenadas (7,y) mediante

()= ():

la ecuacién de la cénica (9.1), en términos de las nuevas variables, es:

(z g)p'AP <g) +2 (a1 ag) P (g) +ag =0,
& ) D <f) +2(b1 ) <i‘i) Yap=0,
y y
es decir, la ecuacion de la cénica en las coordenadas (7, y) es:
)\152 + )\2372 + 2017 + 2boy + ag = 0. (9'2)

Los ejes de esta cénica son las rectas que pasan por el origen de coordenadas
y tienen como vectores directores los vectores propios de A: v y va. El nuevo
sistema de ejes OXY se obtiene del sistema OXY haciendo un giro, con centro
el origen de coordenadas, y d4ngulo el que determina v con el semieje OX .

2. Una vez obtenida la ecuacién (9.2), hay que completar cuadrados mediante
cambios del tipo 2’ = T — a e ¢y = § — 3 para obtener una ecuacién de uno de
los tipos siguientes:

= Caso eliptico: A A2 > 0 (valores propios no nulos del mismo signo):
a2 + b2y = c.

c>0, elipse
Las posibilidades son: { ¢=0, punto
c <0, nada.

s Caso hiperbélico: A\j Ay < 0 (valores propios no nulos de distinto signo):

a21_/2 . b2y/2 —c.

c# 0, hipérbola

Las posibilidades son:
¢ =0, dos rectas secantes.
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= Caso parabdlico: A\; A2 = 0 (un valor propio nulo y el otro no). Si se supone
que Ao = 0:

a’z? + by =0, obien a?z?+c¢=0.

b#0, parabola

c < 0, dos rectas paralelas
Las posibilidades son: P o

c =0, dos rectas coincidentes

¢ >0, nada.

Finalmente, para obtener los elementos caracteristicos de la cénica y su repre-
sentacién gréfica, basta obtenerlos en las coordenadas (2/,y’) y deshacer los cambios
de variables hechos en el proceso.

v Ejemplo 23. Considerar la cénica
3$2+3y2—2xy+23:—4y+1 =0.

3 -1
-1 3
comprobar que los valores propios son A\ = 4y Ay = 2 (notar que como A1 Ay > 0, el
caso correspondiente es el eliptico). Como vectores propios ortonormales se pueden

La matriz asociada a la parte cuadritica es A = ( > Es inmediato

considerar vi = @(1, —1)yve = @(1, 1). Ademsds, el dngulo que forma vy con el

semieje positivo OX es .

Tras utilizar el primer cambio de coordenadas, la nueva ecuacién de la conica es:
X =PX =422 + 27 + 3V27 — V25 + 1 =0.
Para completar cuadrados en la ecuacién anterior se necesita hacer las siguientes

traslaciones: 3 /3
32 ~ 2
V=Tt Y

de modo que la ecuacion queda simplemente:

3
4 12 2 /2: ey
T+ 2y 3

Como ¢ = % > 0, la conica es una elipse.
Por ejemplo, para calcular el centro de la elipse se harfa lo siguiente: En coor-
denadas (2’,y’) el centro es el (0,0). Como x = P(x’ 4+ v), entonces el centro de la

elipse original es:
V2/2 V2/2\ [—3V2/s (s
() () - ()
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9.6. COMANDOS DE wzMazima

Para resolver los ejercicios de este capitulo no hay nuevos comandos de zwMa-
zima. Algunos que pueden ser de utilidad pero que ya se han presentado en otros
capitulos son, por ejemplo: “rank”, “eigenvalues”, “dispJordan”, “signum”.
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9.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

‘ Formas bilineales ‘

1. Sea F : RZxR? — R la aplicacién dada por F((x1,22), (¥1,%2)) = 2191 — 221y2. Probar
que F' es bilineal pero no simétrica.

2. Sean los vectores u = (21, 2,23) ¥ v = (¥1,%2,%3) vy sea F la forma bilineal sobre R3
dada por

F(u,v) =3z1y1 — 22192 + 52241 + T22y2 — 872y3 + 423y — T3Y3.
Obtener la expresiéon coordenada de F'.
3. Sea F la forma bilineal sobre R? definida por:
F((z1,72), (y1,92)) = 22191 — 3T1Y2 + T2Y2.

a) Hallar la matriz coordenada A de F' en la base B = {(1,0), (1,1)}.
b) Hallar la matriz coordenada B de F en la base C = {(2,1),(1,—-1)}.

c) Hallar la matriz de cambio de coordenadas P y verificar que B = P'AP.

’ Formas cuadraticas ‘

4. Para la forma bilineal F sobre R? dada por

F((w1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y + T3Y3 + T1Y3,
describir su forma cuadrética asociada y la forma polar de esta.

5. Se considera la siguiente forma cuadratica sobre R?, Q(v) = 2z% — 3122 + 423, don-
de (z1,2) son las coordenadas del vector v en una base {e1,es} de R2. Calcular la
expresion coordenada de Q:

a) en la base {e1,e5},
b) en la base {vi,va}, donde las coordenadas de v; y v2 en términos de la base
{e1, ez} vienen dadas por (1,—1) y (1, 2) respectivamente.

6. Dada la forma bilineal

F((x1,22,23), (Y1, ¥2,¥3)) = T1y1 + T1y2 + T1Y3 + Tay1 + T2y2 — T3y1 + 223Y3,

hallar su forma cuadratica asociada @), su forma polar, la matriz asociada a la forma
polar y la signatura y el rango de Q.

7. Hallar una matriz regular P tal que P* AP sea diagonal con 1’s, —1’s y 0’s en la diagonal,
siendo A:

a) A= b) A=

N = O
—
S =N
—_ == O
— = O

—_ O =
O = =
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Calcular, segtn los valores del parametro b € R, el rango y la signatura de la matriz

2-b 0 0 0
0 2 0 0
A= 0 0 4 b-2
0 0 b—2 4

Dada la forma cuadrética @ sobre R3
Qz,y,2) = az® + ay? + (a — 1)2" + 2y,

donde o € R, hallar el rango y la signatura de @) para los distintos valores de a.
Clasificar, en funcién de dichos valores, la forma cuadratica.
Considerar las siguientes formas cuadréticas en R3:

a) Qz,y,%)

b) Q(z,y,2)

c) Q(w,y,2) = 2% — 22 — 2xy + z2.
d) Q(x,y,2) = 22% + y? + 522 — 2oy — 2yz + 6xz.
e) Q(x,y,2) = —a? — 2y% — 22 + 22y + 2y2.

=222 + 9y + 2% + 22y + 222.
=xy + 2x2.

Escribirlas en forma matricial y clasificarlas.
Diagonalizar las siguientes formas cuadraticas reales, indicando su clasificacién:

a) Q(z1,%9,w3) = 222 + 1172 + w273 + 222,

b)

Q(x1, 32, 23) = 23 — 303 — 22179 + 27123 — 6273,
c) Q(x1,x2,23) = 22 — 2w23 + 2173,
(

d) Q(z1,22,%3,24) = X122 + 123 + T1X4 + T2T3 + ToXg + T3T4.

Diagonalizar por congruencias las formas cuadraticas del ejercicio anterior, obtenien-
do una matriz diagonal con 1’s, —1’s y 0’s. Comprobar que se obtienen los mismos
resultados que en el ejercicio anterior.

Formas bilineales antisimétricas

0 1 2
Dada la matriz antisimétrica A = [ —1 0 3], hallar una matriz regular P de
-2 -3 0
0 1 0
modo que PPAP=|-1 0 0
0 00

Sea I la forma bilineal antisimétrica sobre R* definida por:
F(x,y) = (192 —22y1) + (21y3 —23y1) +2(219y4 —2ay1) +3(T2ys — Tay2) + (T2y3 — T3Y2).

Hallar una base de R* en la que la matriz coordenada de F' sea diagonal por bloques.
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9.8.  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Formas bilineales ‘

1. Para ver que no es simétrica tomar por ejemplo, u = (1,0) y v = (0, 1).

3 -2 0
2. La matriz coordenada en base canénicaes A= |5 7 -8
0 4 -1

2 -1 39 1 2
soa=(5 ) 5=(3 0) =(1 %)

‘ Formas cuadraticas ‘

4. Forma cuadritica: Q(z1, xe,73) = o3 + 23 + 23 + 11 23.

T1Ys I3
Forma polar: Fy((z1,%2,23), (y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y2 + ¥3y3 + 13 | 1%

2 2

2 32

5. a) Matriz coordenada: (3 s A

. 9 —15/2
. b) Matriz coordenada: S 12 )

6. Forma cuadratica: Q(x1, 22, 73) = 23 + 23 + 275 + 221 72.

Forma polar: Fy,((x1, x2,23), (Y1, Y2, y3)) = T1y1 + T2y2 + 2x3Y3 + T1Y2 + Tay1.

1 10
Matriz asociada a la forma polar: A= |1 1 0
0 0 2

sign@ = rgQ = 2. (Los valores propios de A son: 0, con multiplicidad 1, y 2 con
multiplicidad 2).

7. Una posible solucién es:
Yvz vz —VZyz 0

0 1 1
vz -1Yvz —V2/yz 0
a) P=|1 -1 -2|. b) P= ) .
0 0 1 0 0 /v6 /v2

0 0 NN

8. Los valores propios son: \;y = 2, Ao = 2 —b, A3 = 6 — b, \y = 2 + b. Observar que,
dependiendo del valor de b puede haber valores propios repetidos.

Rango Signatura
b< -2 4 3
b= -2
be (-2,2)
b=2
be(2,6)
b=6
b>6

=Wk Wk W
NN WWhRs W

9. Los valores propios son: A\ = o — 1 (multiplicidad 2), Ao = a + 1.
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10.

11.

a)

b)

d)

b)

Rango Signatura Clasificaciéon

a<—1 3 0 Definida negativa

a=-1 2 0 Semidefinida negativa
aec(—1,1) 3 1 Indefinida

a=1 1 1 Semidefinida positiva
a>1 3 3 Definida positiva

2 1 1
A=11 1 0]. Valores propios: Ay =0, Ao =1, A3 = 3.
1 0 1

rg@ =sign@ = 2 < 3 = dim V = Semidefinida positiva.

0 12 1

A= |12 0 0]. Valores propios: \; =0, Ay = _T\/g’ A3

1 0 O
rg @ = 2, sign Q = 1 = Indefinida.

1 -1 1
A=1-1 0 0 |. Valores propios: A\; = —%, Ay =
2 0 -1

rg @ = 3, sign Q = 1 = Indefinida.
2 -1 3
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A=|-1 1 —1]. Valores propios: \; =0, Ay =4 + /10, A3 = 4 — /10.

3 -1 5
rg @ = signQ = 2 < 3 = dim V = Semidefinida positiva.

-1 1 0

A=\ 1 —=2 1 |. Valores propios: Ay =0, Ay = —1, A3 = —3.

o 1 -1
rg Q@ = 2, sign @ = 0 = Semidefinida negativa.

Y1 = \@(% + il’z)

Base { y2 = v/2(x3 + ir2) = QY1 y2,y3) = yi +y3 -3

_1
Ys = 522

rg @ = 3, sign Q = 2 = Indefinida.

Y1 =1 — T2+ T3
Base { y2 = x2 + 223 = Q(y1, Y2, ¥3) = yi — U3
Ys =3

rg @ = 2, sign ) = 1 = Indefinida.

Y1 =21 + %iUS
Base ¢ y2 = 222 = Qy1,Y2,y3) = ¥ +¥5 — 43
ys = 2x0 + 33

rg @ = 3, sign ) = 2 = Indefinida.
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Yy = %(331 +$2) +x3 + x4
1
Y2 = 5(171 —T2) 2 2 2 2
d) Base = Qy1, Y2, Y3, ya) = Y1 — Y2 — Y3 — Yi-
) vs = V(g + ) (Y1, Y2, Y3,94) = YT — Y3 — Y5 — Y3
ya = 5 (23— 24)
rg Q = 4, sign () = 1 = Indefinida.
‘Formas bilineales antisimétricas
1 0 3
13. P=10 1 =2
0 0 1

14. Bgrs = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,0,-2,1), (0,—1,3,—1)}.
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