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Continuamente se presentan nu:vos problemas en la
realizacion y estudio de un bcembardeo, al irse incremen-
tando dia por dia la altura de lanzamiento. Es preciso tener
en cuenta todos los factores que intervienen en el problema,
factores que =n estudios anteriores se despreciaban por no
tener influencia sensible en los resultados numéricos obte-
nides. Uno de los factores que han adquirido importancia
con dicho incremento de altura es la densidad atmosférica.
Para tirc artillero rasante y bombardeos aéreos a muy baja
altura, puede tomarse una densidad constante ¢ igual a la del
punto de partida del proyectil. Para un bombardeo a una
altura media es suficiente la precision que se logra toman-
do una densidad constante e igual a la media aritmética de
las densidades en €] suelo y en ¢! punto de lanzamiento.
Pero para los actuales bombardeos subestratosféricos a
9.000 y 10.000 metros de altura, en los que la densidad del
aire a la altura de vuelo es aproxamadam' 'nte la tercera par-
te que la del suelo, es precise introducir el concepto de la
densidad funcion de la altura y hacer los calculos d= un
bombardeo ccn arreglo a esta hipétesis, si quieren obtener-
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se resultados precisos y concordantes con los obtenidos por
medio de experiencias. En nuestro articulo vamos a estu-
diar como varia el concepto de v:locidad limite y como in-
fluye en la curva /' = f, (y) la introduccion de esta nueva
funcion,

VELOCIDAD LiMITE.

Sabemos que si desde un punto 0 lanzamos un proyec-
til sin velocidad inicial, su aceleracion en un instante cual-
quiera viene dada por la féormula

d®y

—— Fig. 1.
dr SR

=g—cl(v)

En la que: g es la aceleracion de la gravedad, F () es la
funcién resistente, aproximadamente pioporcional a o* para
velocidades hasta de 150 m/seg., y ¢ es el coeficiente ba-
listico, proporcional a la densidad p del aire y a unas varia-
bles que dependen tinicamente del tipo de bomba empleada ;
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es decir, que seran constantes para
una bomba dada.

Fig- 4

Llamamos velocidad limite 2/
aquella que hace ] movimiento uni-
forme. Vendri dada por:

g—cF@)=0

Hasta ahora suponemos la den-
sidad constante, y con esta hipdtesis
resulta que, desde el momento en
que V' = I/, conservara la velocidad
este valor prosiguiendo el movimien-
to de un modo uniforme, Es facil

ver que la velocidad 2" se alcanzaria para un tiempo infini-
tamente grande. En efecto: de

do

= a1

do

why . B
g—cF(v)

- dt =
d 1

=g—cF(v)

y habremos de examinar la convergencia de la integral:

.

o

do
g§—clF ()

s

en la que g y ¢ son constantes y F (7) mondtona creciente.,
Esta integral serd divergente cuando el limite de la canti-
dad subintegral para // = V” s2a un infinito de igual o ma-
yor que primer orden. Para ver el crden de infinitud, com-

pararemos dicha cantidad subintegral con la funcién = _1_ i

El limite de esta relacion es, segiin la regla de L'Hopital, la
inversa de la derivada de |§ — ¢#(v)] con relacién a v, y
como dicha derivada para ¥ = V" toma un valor finito no
nulo, resulta que la cantidad subintegral es un infinito
primer orden y la integral es, por tanto, divergente.

¥
=

Supongamos ahora que ¢ sea una funcién de la altura y,
funcion ¢ (y) que no precisaremos de momento, exigiéndola
inicamente que sea una funcién monétona creciente y no
acotada, para todo valor de y comprendidc entre czro e in-
finito (ejes de la fig. 1). Aunque esta funcién sélo tenga
sentido para valores de y, comprendidos entre una altura
dada (/1) y el suelo (0), podremos, por extrapolacion, con-
siderarla para una y cualquiera, superior a la ccta del suelo.
En este caso no puede existir movimiento uniforme, En
efecto: si para un instante dado se anulasz la aceleracién
del proyectil, seria g—o (y) F (v) = o0, y V¥ no pu=de per-
manecer constante y, por tanto, continuar siendo nula la
aceleracion, pues ¢ ('y) varia con y. Se obtiene, por tanto,
un punto estacionario de velocidades.

Curva v =f (y).

Veamos si el proyectil alcanza realmente esta veloci-
dad #,, si el tiempo empleado en alcanzarla es finito y cémo
es la grifica de la funciéon v = f (y). Para ello, compare-
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mos las funciones ¥ =f. (y); V =f (y) dadas por las
ecuacicnes diferenciales:

= F 5 9o F
k;;—n—a (@) v - =g—c F),
? a*y F ; do F

. w—g—@(y) () o ;,—y—g—@(y) (@)

la primera ecuacion para el caso de densidad constante, sien-
do c¢. el valor dél coeficiente balistico para el punto de lan-
zamiento; y la segunda, para el caso general, siendo @ (y,) =
= ¢ (0) = C.. La grafica de la primera funcién es cono-
cida, su forma puede verse en la figura 2, con una asintota
horizontal a la distancia 7/, La segunda, que es la quz que-
remos estudiar, lo haremos por los valores de su derivada

dv

dy :, [f—ﬂ?(y) F()].

v’

Compatando esta derivada con la

dv
dy

-:— [_'v— Co F(v)],

vemos que ésta es constantement: mayor que la primera
para un mismo v, por ser ¢ (y) > C. para y > o. Las fun-
ciones toman en el origen el mismo valor (cero) y las de-
rivadas toman el valor :nflmto pues:

; d 4 & © () F(va)
lim | —] = lim -—_ | =
10 \4. 1>0\7 Ve
Ve —> 0|
lim (EE) = lim (_g w) =
1>0\4y 1>0\2 %

por ser F¥ (v,) un infinitésimo de orden superior al prime-
ro para V/—o. Por tanto, resulta que la curva f (y) per-
manece por debajo de la f, (y) por partir de un mismo
origen con idéntica tangente y permanecer la pendiente de
la primera menor que 1:1 de la segunda. Por tantc, para
una misma altura y, la velocidad, en el caso de ser 1a densi-
dad funcion de la altura, es mznor que en el caso de densi-
dad constante, resultado légico por haber partido de una
misma densidad y haber considerado creciente ésta.
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Para estudiar la forma de la curva, introduzcamos la
funcion V' (y) = g — o (y) F (') = o. Esta funcién
nos da, para cada valor de la altura y, el valor correspon-
diente de la velocidad que tendria que llevar un proyectil
para que en dicha cota y tuviese aceleracién nula. Por tanto,
para que el movimiento de un proyectil definido por la fun-
cion V = f (y) tenga un punto estacionario de velocida-
des, es preciso que las dos curvas se corten. Ahcra bien,
con la hipotesis establecida acerca de la forma de la fun-
cion @ (y), es facil ver que la forma del grafico de la fun-
cion V' (y) serd el representado en la figura 3; es decir,
que la curva parte del valor d I/, de la velceidad, dado
por g—C. F (V’,) =0, y permanece decrecientz has-
ta y = oo, en que la velocidad se anula.

La funcion I = f (y) es creciente en la parte del plano
situada por debajo de la curva V'’ (y), por ser su derivada

= le—e ) P @)
v
v,
ks v > Fé.},a
V] T
; E \
< H
! -
i
Y, b 4

positiva. Andlogamente se ve que es dzcreciente o constan-
te, segiin que los puntos que consideremos estén situados
por encima o ccincidiendo con la curva V7’ (y).

Nuwestra curva de velocidades del movimiento parte de
un punto de la primera region ; es decir, la funcién sera cre-
ciente, y como la V’ (y) tiende a cero cuando y tiende a
infinito, las dos curvas se cortaran en un punto en el que
la ¥V =7f (y) tendra un valor estacionario de la velocidad,
punto que s2 habra alcanzado con abscisa finita. En dicho
punto existird una tangente horizontal, y, por tanto, en un
cierto entorno de él, I/ tomara valores por encima de la cur-
va I/’ (y), y por estar situados estos puntcs en la segunda
region, la funcion sera decreciente. No pueden existir mds
contactos entre las dos curvas, porque un contacto de primer
orden, es decir, con :—i%- = 0 (tangente horizontal) es in-

. cadp dv da'
compatible con la condicion | > i_y'|> T
de segundo orden con coincidencia de valores nulos de am-

bas derivadas no puede producirse al ser -i;';— + 0 entoda

¥y un contacto

la curva. La curva ¥ = f (y) permanecera constantemente
decreciente al conservarse por encima de la V’ ('y) cuando y
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tiende a infinito. Es facil ver que el eje O V es asintota de la
curva; nos basta ver que como

d
lim 2 - =0= limg —o(y) F(v)
1>» 4y 1> 0
ha de ser
lim ¢ (y) F(v) =g;
1—> 0
y como
lim ¢ (¥ =00,
1—>%
resulta
lim F(f}j:{}‘
1—> 0
O sea
lim »=0.
1T—> 20

Puede completarse este estudio grafico del movimiento con
uno analiticc, en €l que se demuestre como el maximo de
la funcion se alcanza en un tizmpo finito. La existencia de
dicho maximo puede demostrarse sin recurrir a la cur-
va V' (y) = o; basta considerar que nuestra curva se con-
serva inferior a la /' =/f, (y) de densidad constante, y
como ésta tiene una asintota V' = V”,, resultard que la fun-
cion tendrd un maximo con abscisa finita o infinita. Para
este estudio nos bastara ccmsiderar la convergencia de la

integral
o do
_,£ E—eNFW’

en la que la cantidad subintegral toma el valor infinito
pata V' = V,. Analicemos el valor de la derivada respec-
toalV,deg—eo (y) F (v):

d d
(=2 O FE] == 20) FFo) — )y () T-

que para y = y,; V =V,, queda

d
— o (3) P () — F () ¢ (9) (;i) S

F' (Vy), F (Vi) ¥y ¢ () tendrin valores finitos dis-
tintos de cero, y ¢ (y;) podra tender a constante o a + o
(pues atin no hemos demostrado que la abscisa ¥, sea fini-

dy _ v ; -

et pay tiende a + » (V =V,),
en ambos casos la derivada tiende a infinito, y, por tan-
to, g— @ (y) F (V) es un infinitésimo de orden inferior

al primero, y, por tanto, la integral es convergente y ¢ resul-
ta finito.

ta) y como

INTEGRACION DE LA FUNCION V = f (y).

Mientras no conozcamos la forma de la funcion F (V),
no podremos traducir en una ley analitica la dependencia
de V' respecto de y. Para efectuar la integracién pondre-
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mos F (V) = Bv?, férmula que, como sabemos, nos da una
aproximacion suficiente en la practica. En la ecuacion di-
ferencial

pondremos

y haremos ¢l cambio de variable Z = V2, quedando final-
mente :

d
LRI R
ay

En la cual p es una cierta funcién de la altura y. La solu-
cion general de esta ecuacion diferencial es:

— 2K )pd 2K d
® e PR S L P

£ =
En realidad, la dependencia de la densidad con la altura
no es reductible a ninguna formula matematica. Suponiendo
un gradiente constante de temperaturas de 6,5 grados por
kilometro en la atmésfera 'C. I. N. A., y de 5 grados por

P —09h

C
nos da aproximacién suficiente hasta los 10.000 metros,
altura maxima a que se realizan hoy dia los bombardeos.
En esta formula, /i s la altura expresada en kilometros y
contada a partir del sueélo, y p y p. las densidades relativas
del aire. Con los ejes que hemos adcptado, la férmula se
nos convierte en la

kilometro en la alemana, la formula de Everling

=

09 60,105 ,v‘

stzndo p. la densidad correspondiente al punto de Janzamien-
to. Para integrar la ecuacién (a) procederemos por sucesi-
vos desarrollos en serie:

p = fo [1 -+ 0,105 ¢ —i—% 0,011 »* 4~ ]

Tomaremos sélo los dos primeros términos de este des-
arrollo, qu> nos dan una aproximacion del 10 por 100 en
la estimacion del valor dela densidad para una altura dada y.
Con esto resulta:

=2 K ., —2Kp, 1
ikl o, L [1+-2—0,10512]‘—:

—ZKPa

T [1—= & . 0,105 %],

y, por tanto,

. 2 Kp
2ESedy _ 2 R0y 4k, 0054)

y la integral
_f" 2]".)‘-9(1'[ dy
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vale:
L 2k
Je ! [1 + & . 0,105 3] @1,
que integrada por partes resulta:
2K fpd
% Jedr, _
2Kpeq 0,105
(4 - 1
= ___ |1+ Kpe 72— 0, T oo ||
S [1 10,105 K po 1 — 0,105 1 + Zﬁ’p-]
obteniéndose para valor de Z:
—2Kp
Z=04 Tt — 0,105 K g 57]
Sy 0,105
C d Koipy B Lt B [
[ + 2z 7K (140,105 X po 1*) — 0,1050y + ZKpo]

La constante la determinamos con la condicion de que
paray=0;V =0

_ £ (‘I 0,105)
= K Pe ZK'PO .
Finalmente:
Z=1==f;’[1 5*2“]-;-
,t1 _1 v - e —2 H‘T c 261’
-+ V. 0,105 2 - i = |
con
- .2 g
b=K po V =-—,
[ y ° K o

Siendo I, el valor, da la velocidad limite correspondien-

te a la densidad del punto de lanzamiento. Ahora bien:
Vilt—e— 24 "" es la formula que nos da la velocidad
en funcién de y, supuesta constante la densidad (basta inte-
vdo

rar €n -
g d v

o — b rﬂ]; y llamandola V. queda:

1

=l — 24
__T_}_l.. +byte 2'67___5 T
24

172
24

=V 40} (1.10‘3(

=V

L V01057 (),

siendo f (y) una funcion negativa para toda y pesitiva, y
cuyo desarrollo en serie de potencias se obtiene por:

£

del que tomaremos solo el primer término; es decir, que los
valores del cuadrado de la wvelocidad se cbtendran de los

obtenidos supuesta constante la densidad, restindoles los de
la pardbola cibica 1y = 0,14 4*y* . V.°, resultando como

formula final:

vi=v. — V. 0148 p.





