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S de sobra conocida la importancia de las vibraciones
]: en la téenica aerondutica. En los motores tienen
singular interés las vibraciones torsionales a que resultan
sometidos los ejes, v que pueden ocasionar el fenomeno
de resonancia, si la frecuencia de su vibracion natural
coincide con el régimen del motor. Por esta causa, al
calcular ejes de motores, una vez dimensionados por las
necesidades del mecanismo v para que los esfuerzos no
pasen del limite fijado al material elegido, es preciso de-
terminar la presencia de la vibracién propia de cada eje, y
verificar que no coincide su régimen con los usuales del
motor, pues si esto sucediera hay que modificar las di-
mensiones hasta que tengamos una vibracion propia que
no ofrezca peligro de resonancia, bien por estar su fre-
cuencia por encima de la velocidad de régimen, por bajo
del «relenti» o en un valor que el uso correcto del motor
no exige se mantenga.

En general, los ejes de los motores son realmente ejes
con masas afectas; por cjemplo, los ejes de levas se
pueden considerar reducidos a ejes con masas afectas,
como sucede con los cigiienales.

Es corriente también que en uno y otro caso las masas
sean o se puedan considerar iguales y equidistantes.

En un articulo publicado en esta Revista por el inge-
niero aerondutico D. Felipe Lafita, se estudia perfecta-
mente como se obtiene un sistema equivalente a un ci-
giiefial, por lo que no insistimos sobre ello.

Nos proponemos estudiar la determinacién de la fre-
cuencia de la vibraciéon torsional, propia de sistemas vi-
brantes formados por ejes de seccién constante, con
masas iguales y equidistantes. [Problema éste, al que,
como hemos dicho, se reducen generalmente los diversos
caso0s.

Determinadas las frecuencias, es inmediato el conoci-
miento de las velocidades criticas del eje.

Sean: g, , %y 4 %y ...« @a los desplazamientos angu-
lares de las masas.

[ el momento de inercia mecdnico de cada masa, que
por la hipotesis hecha es igual para todas.

Para tener en cuenta la influencia de la masa propia del
eje, puede seguirse el método de la energia de Rayleigh-

. ; 1
Ritz, y para ello se suma al valor de [ la cantidad del
!

momento de inercia mecdnico del eje, y se opera con el
nuevo valor de [,

Representamos por p la pulsacion de la vibracion pro-
pia del sistema, y por k, la constante de torsion que es
igual para todo el eje.

Las ecuaciones de equilibrio (Timosheuko) conducen al
esquema de Holzer, que con las simplificaciones corres-
pondientes a las hipdtesis hechas se reduce al siguiente:
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Para resolver el sistema se da un valor arbitrario a o,
y P, obteniéndose una serie de valores para los dngulos
Para que la solucién sea verdade-
ra se debe verificar la altima ecuacion del sistema de
equilibrio
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PesP3sPy--- Fa-

In "?uf’s = Kf'*."n"l ‘_"'?n) = 0.

Este sistema se transforma y simplifica eliminando la
variable ¢, ; para ello basta dividir por ¢, , y si represen-
tamos por

a==?f " aa-—-% A a"=_’?"
%1 %1 1
Ip*
se tiene, haciendo = H.
K
a,=1—H

a,=a,— H(l--a,)
a,=a,— H(l4a,} ay)

ay=t,—y—H({l-}a,}lagt+ ... }a,—)
y la ecuacion de comprobacién
Fiay=a,(H—1)4+a,—,= 0.

En este sistema se puede considerar como tnica varia-
ble H,y el problema se reduce a determinar un valor de
que anule /7 (a). Para ello se traza la curva de F (a) en
funcion de H que por sus intersecciones con el eje H, nos
da todos los valores de H soluciones del sistema y por
tanto los valores de p correspondientes a los diversos mo-
dos de vibrar. [l mds interesante es el menor, que nos da
la vibracién mas lenta.
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se tiene
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en general
N=c¢ __}.‘_’_-

Xl valor de ¢ sélo depende de H y éste tmicamente del
nimero de ecuaciones del sistema, o sea del nimero de
masas, puesto que todos los sistemas vibrantes andlogos
conducen a las mismas ecuaciones.

Nos encontramos, pues, con una formula general de
aplicacion directa, eu cuanto determinemos los valores
de ¢ para cada forma de sistema vibrante.

A continuacion determinamos algunos valores de ¢ para
los sistemas mds corrientes.

Eje con cuatro masas
El esquema es:
ay,=1 —H
ay = ay — H (14 ay)
ay = ay— H(l - ay - ay)
y la ecuacion de comprobacion
F(a)=ay,(H—1) 4 ay= 0.
Se ha trazado la curva I (@) (curva 1 del grifico) en
la que se observan tres soluciones que dan tres modos de
vibrar del eje, obteniéndose para H los valores 0,59 , 2 ¥

3,41, y para ¢ los valores 7.335 » 13.505 y 17.634. Las
velocidades criticas de ejes con cuatro masas vienen da-

das por las formulas:
K
7.835
Vi

N, — 13.505 \/ ’;

N, = 17.634 \/ ‘;(

ligadas entre si por las relaciones:

N, = 1.841 N,
N, = 2,404 N,

N,=

Eje con seis masas
El esquema es
g =1 — H
y = ay— H(l + a,)
a,=ay;— H(l -1 a,-+ ay)
a,=a,— H(l ‘- aytaz-|ay)
ag=a;— H(l “a, -a;-+ a;-tag)
y la ecuacién de comprobacion
F(a)=(H —1)a;+a; =0
Sobre el mismo grifico estd trazada la curva (2) de I(a)
que hasta el limite del dibujo nos da cuatro valores de H
soluciones del sistema que son: 0,207 , 1,2y 3. Los va-
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lores de e son: 4.934 , 9.5493 , 13.505 ¥ 10,53, y las velo-
cidades criticas de los ejes con seis masas vienen dadas
por las formulas:

N, = 4.98 \ ’;’

I K

Vo =9.5493 '\ /
Ny =9.54 \ i
! -

o /| K
, = 13.505 '\ /
N, = 13.505 \ [
N, = 16,63 \.’! A
A |
ligadas entre si por las relaciones
N, — 1.935 N,
N, = 2.787 N,
N, = 8.800 N,

Vamos a analizar la influencia de cada uno de los fac-
tores que entran en la formula general.
Observemos primeramente que el valor de N es:
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entre masas.

Vemos que el nimero de masas influye en el valor
de ¢ que disminuye con el nimero de éstas, o sea, que si
consideramos, por ejemplo, dos cigiiefiales en que las
dimensiones de cada codo son iguales en ambos, pero
el nimero de codos varia, las velocidades criticas del que
tiene mds son menores que las del que tiene menos.

Si consideramos dos ejes de igual seccion e igual longi-
tud total, pero uno con seis masas y otro con cuatro, ya
no puede decirse a priori que el que tiene mas vibra
mds lentamente, pues el valor de ! varia, v, por tanto,
modifica también NN, pero hecha la comparacion de las dos
formulas, resulta que también en este caso los ejes con
mayor nimero de masas tienen la vibracion mas lenta.

La separacion ! entre masas influye en K, y, por tanto,
la velocidad critica aumenta cuando las masas se acercan
y disminuyen cuando se alejan, de acuerdo con el cono-
cido principio de que los ejes largos tienen las vibraciones
mds lentas.

La calidad del material influye a través de G en el valor
de . Vemos que N aumenta con /.

Las dimensiones del eje influyen en /, v, por tanto, en
el mismo sentido en /.

Se ve que, cuanto mayor es /, (en general, cuanto ma-
yor seccion tiene el eje), mayor es su velocidad critica.

Por Gltimo, la cantidad de masa afecta en cada punto
influye en /, y en sentido contrario en N, lo que nos dice
que, cuanto mds cargados estin los ejes, mds lentas son
sus vibraciones propias.
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