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REVISTA DE AERONAUTICA

Vibraciones de Torsidn

Métodos para determinar las velocidades de resonancia debidas a estas vibraciones
Por FELIPE LAFITA

Comandante de Ingenieros de la Armada e Ingeniero Aerondulico

N este articulo voy a tratar exclusivamente de las velocida-
~ des de resonancia del motor, haciendo abstraccién completa
del reductor y de la hélice,

Claro es que en el caso mds general en un avién no podri
hacerse esta abstraccién, pero el estudio completo de las veloci-
dades de resonancia del grupo motopropulsor es de una dificul-
tad grandisima, y quizd en siguientes articulos pueda dar algu-
nas ideas sobre €l.

Es claro que en un motor de explosidn existen también
vibraciones laterales o de flexidn, pero yo hago caso omiso de
ellas, porque generalmente las distancias entre cojinetes son
tan pequeflas que resultan para estas vibraciones unas frecuen-
cias elevadisimas, y no hay peligro de resonancia. Es por lo
que los métodos que a continuacién expongo se refieren exclu-
sivamente a la determinacion de las velocidades de resonancia
debidas a las vibraciones de torsién,

No voy a exponer la teoria detallada de estos métodos, sino
que voy a hacer la aplicacién a un motor de las siguientes ca-
racteristicas, cuyo anteproyecto tuve que hacer el pasado afio
en la Escuela Superior Aerotécnica.

Motor en X de 24 cilindros:

Potencia a4 4.000 metros.... .......... 875 cv.

Revoluciones por minuto............. 2.200

[ PO 153 mm.
5

DHAMEIEO; o aidan sesii,vald as. Frswnsrass 153 mm.
53

El embielaje estd constituido por biela maestra y bieletas.

Es por todos conocido el peligro de la aparicién del fenémeno
de la resonancia, caracterizado por llegar a hacerse infinitas las
deformaciones y, por tanto, sobrevenir la ruptura del material,
estando éste sometido a esfuerzos normales. La aparicién de
este fendmeno es solamente debida a la igualdad de frecuencia
de la vibracion propia del material y de las fuerzas exteriores.

El estudio tedrico de la vibracién propia puede hacerse con
relativa facilidad en un eje circular con varias masas afectas:
asi es que es a este cesquemas al que debemos reducir el cigiie-
nal del motor, para lo cual tenemos que definir primeramente
lo que entendemos por :longitud equivalentes y <masa equi-
valentes.

Longitud equivalente.—Se entiende por longitud equivalen-
te (de un codo del cigiienal, por ejemplo) la longitud que tendra
un eje circular de un didmetro cualquiera para que en su ex-
tremo el dngulo de torsién bajo el par aplicado al codo sea el
mismo que el del codo.

Masa equivalente. - Se entiende por masa equivalente (por
ejemplo, de la biela y masas afectas a ella) una masa, cuyo mo-
mento de inercia mecanico I sea tal que su inercia cinética, al
girar con el eje, sea la misma que la energia cinética de las
otras masas, a las que equivale.

Pasemos a determinar esa longitud v esa masa equivalente en
el motor indicado.

Longitud equivalente al codo.—Es evidente que, segin la

definicién de longitud equivalente, ésta dependera de como
estén las sustentaciones del codo, por lo cual en la prdctica,
segun Timoschenko, deben considerarse dos casos extremos de
sustentacion:

1.2 Suponer que los mufiones o cuerpos del cigiienal tienen
el huelgo suficiente en sus cojinetes para permitir libremente
todos los desplazamientos de las secciones wm n (fig. 1).

2. Suponer que los muiiones o cuerpos del cigiienal estin
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empotrados perfectamente en los cojinetes, no permitiéndoles,
por tanto, desplazamiento alguno. Y una vez determinada la
longitud equivalente en estos casos, se adopta la media.

Primer caso.— Aplicamos al cigiiefial el par medio del
motor M, = 336 < 10 kilogramos por milimetro. El dngulo de
torsién en el codo se determina teniendo en cuenta que consta
de tres partes: a) Torsién de los mufiones. —5b) Torsion de la
muitiequilla. —¢) Flexion de los brazos.

Sean:

C, = I, GG = rigidez torsional de los mufiones — 1525608
> 10! kilogramos por milimetro cuadrado.

C, = I, G —rigidez torsional de las mufiequillas = 15235608 <
¥ 10t kilogramos por milimetro cuadrado.

B =T, I =rigidez a flexion de los brazos en el plano per-
pendicular al codo = 18948108 > 10" kilogramos por milimetro
cuadrado.

N

N

I, = I, = momento de inercia polar,
IZ — coeficiente de elasticidad longitudinal = 2,.c00 kilogra-
mos por milimetro cuadrado.

(G = coeficiente de elasticidad transversal = 9.000 kilogramos
por milimetro cuadrado.
. . . I3
I = momento de inercia geométrico = Thk

Para tener en cuenta las deformaciones locales en las seccio-
nes de unién de la munequilla, y los munones con los hrazos,
deben tomarse, segiin el citado Timoschenko, para longitud del
cuerpo,

20, =20 - 0,90 = 116,2 mm.;
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para longitud de la mufiequilla,

ay=a 40,9 —=127,2 mm.

El dngulo de torsion producido en el codo por el par motor
medio M serd,

QbIJIT
=

a, :U?. 2 .-11'.}.

] K
€, B

i

Si el eje por el que sustituimos el codo tiene por rigidez tor-

sional C = ()}, la longitud de este eje, equivalente al codo, serd
ey
Moy

I

con los valores de C, | y M. calculados anteriormente; luego

,_ G (_s_z_h, My ey 21‘11?'T)_=
My C. @ G B
(5] .-
= C| B0, ol 3 1 ) =~ 8655 mm.
¢, "¢, ' B

Segundo caso. —En este caso se determina la longitud equi-
valente por la ecuacion

i ae &) g g
prsg[ 2y @ (z— : )—i- e )]: ~ 862 mm.
C, K B ok /17
7 (a+4-b) |r.--.:'_‘l as 4 i a’ﬁ {'_mr_'_ . :_)
k—_ AC, ' 2C, 4B, 8B G \eF ' F,.
ar ¥2
2C, 2B
3 03 GG )
Cy= DTG - = rigidez torsional del brazo.

3,6 (D2 I?)

B, = rigidez de flexi6n de la mufiequilla.
F = drea de la secci6én de la mufiequilla.
F, = drea de la seccién del brazo.

Tomo para longitud equivalente del codo

365,0 + 862
09,0+ 90% — 868,7 mm.
2
Masa equivalente en cada codo. — Segin lo dicho anterior-
mente, hay que determinar una masa cuya energia cinética

1 . ; G s ’
~ Tw? (] = momento de inercia mecdnico, w = velocidad an-
2

gular del eje) sea igual a la energia cinética de las masas afectas
al émbolo y a la muiiequilla.

La velocidad lineal de la masa afecta a la mufiequilla es w7 y
las velocidades de las masas afectas a los émbolos son:

En el bloque 1:

a0

72 r2u
7= w¥ sen ot 4 sen 2wl =— wrsen o 4+ ———sen 2«
! 21
En el bloque 2:
T 72m =
V= sen( - 4 u) - sen 2 ( -1~ m) —
2 ! 2
y ‘2“]
— Wi’ COS % — sen 2w,
21

Marzo 1933

En el bloque 3:

12w
P =¥ sen (x + ) 4+ — ! sen 2 (w = ) == — ¥ Sen -}'
2

2w
4 ——sen2«,
0 1

&

En el bloque 4:

% 2 &
= Wi sen B% -+ +-T“ senz(- ¢ = —!--m)‘*
2 2! 2 .

1

FRITY

= — ¥ COS§ ©. — sen 2 u.

» = radio de la mufiequilla.
! = carrera.

Energia cinélica instantinea.

sen 2 q'),

._i_.

I 1 i 1
T= M w22 - w2t | M, [sen = -
g M -+ 2 | 2( +57

a

sen 2 rx) +

+ My (cos o — 2;! sen 2 '&)- + M, (COS " —

-+ M, (cns %———sen 20.) -J.
927 _

M; = masa afecta a la mufiequilla.
M, = masa afecta al émbolo (bloque 1),
My = My = M, = masa afecta al émbolo (bloques 2, 3, 4)

Energia cinética media durante una revolucion.

Tn=' 'To'

2 97
1 : .

)= -Q—IJ Mywtrida + ; - wy? ] M, (sen o

n .ﬂ

Rt

a

sen Qm)-dm—}- ] M, (cosa—-— :

+ sen 't.)g do -+

21 21

g
y T 2

- I M, (sen o -+ ——‘:'! sen 2 m)~ dou 4 ] M, (cos o —
o o o
— " sen m) " do
21 ;

Como es natural, las energias cinéticas medias de los bloques
2, 3 y 4 serdn iguales y, por lo tanto,
| ki )
42

To=-,

|M, + ‘1) (My+ M-+ M, + My (1 + wtr?

v sin error sensible,

s 1
Tos=2

’-”l + 2 .U._, (1 - T:;f!—)l 2,

I.a masa equivalente tendrd por momento de inercia mecinico

r?= ~ (G.027,56 kgs. ¥ mm?

[_ul +2 M, (1 + l":d )

138
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dados los valores que en el motor estudiado tienen M, y M,
No indico la determinacién de estos valores, por ser de sobra
conocido de todos.

Ya tenemos, por lo tanto, reducido cada codo a un eje con
una masa; por lo tanto, el cigiiefial quedard reducido a un eje
con seis masas (fig. 2).

iste eje tendra por longitud

6 x 863,6 = 2.181 mm.

v las seis masas, espaciadas igualmente, tienen por momento de
inercia mecdnico, como hemos dicho,
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(L2 —K) iy + Kiy=0

K+~ Lp2a,4-Kiy—=0
Kin+Lipth4+Khy=0
Kig+ I, i+ Khy= 0
King+ I p2 g + Kig= 0

K+ I p2dg= 0

Eliminando de estas ecuaciones &y ky hy 1, &; ) llegamos a la
ecuaciéon que nos da la pulsacién p. Esta ecuacién es

L= 1I,— I,= I, = I, = I, = 6.021,56 kgs. 3 mm? A(pr) = 0O
e:(. 18,72 .« G _..263.5. ... ¢ G ....363.5 _______.¢ 181,28,
' EM- | [ 3 12 M Ms Me
bk.. 3635 Ab, db..- 2688 d. fho..363.5 _____J%

Para una primera aproximacién desprecio la masa propia del
eje, y sean:

! = distancia entre masas = 863,5 milimetros.

I = momento de inercia mecdnico de las masas.

]
363,5
de torsi6n por dngulo de torsién de un radian=419,6 kgs > mm.

K — constante de los trozos de eje entre masas = = par

Dy Wy By 9y 05 9y=desplazamientos angulares de las masas.

Estableciendo las ecuaciones de equilibrio, para lo que basta
escribir, que el momento de inercia de cada masa, multiplicada
por la aceleracién, esigual y de signo contrario al par de tor-
si6n aplicado sobre dichas masas, tendremos:

I o, 4 K (9 = 9) = O
Iy 22" + K (99— %3) — K (9, —92) = O
Iy 9" + K (93— 90) — K(9p —93) = 0O
I 90" + K (95 - 95) — K(g3—9) =0
Iio" + K (55— 9) — K (9 — 9

Iy 95" — K (95 — 95) = O

Ecuaciones diferenciales lineales, de segundo orden, que
pueden resolverse y obtenerse, por lo tanto, una solucién par-
ticular, en el caso de suponer el movimiento vibratorio ar-
ménico simple, suposicién que esti de acuerdo con la expe-
riencia.

En estas condiciones, los desplazamientos angulares ins-
tantineos se podrin expresar como sigue:

W) == hy COS Pt @y = by cO8 PI ;= Iy cos Pt

9y = hycos pt gy = hycos Pl gy = ), cos Pt

donde %, hy hy hy by ¥ hg
angulares.

Las ecuaciones, una vez ordenadas respecto a los ), se
convertirdn en

son los miximos desplazamientos

donde A ($?) representa el discriminante de Silvester, que ten-
dra por expresion:

LpP—K K O O O 0

K Lp K O O 0
o) K Lp K O 0O |=0
O O K ILp K O
0 0O O K Lp K
0 0O O 0 K I

Por ser el determinante de sexto grado, dard lugar a una
ecuacién de grado 12 en P, lo que nos dice que la resolucién
analitica en este caso es muy dificultosa, pero lo expongo por
creer que hasta cuatro masas éste es el mds conveniente, por ser
el més ripido, y creo también que es muy conveniente emplear,
para la resolucién de las ecuaciones en estos casos, el esquema
de <Horners.

Ahora bien, en el caso del motor considerado, y mejor dicho,
en la mayoria de los casos, ya que por regla general los moto-
res constan de bloques de mds de cuatro cilindros, conviene
emplear el método de F. M. Lewis (Trans. of Naval Archicls
and Marine Engineers, de 1925), con el que se evita la resolu-
cién de la citada ecuacién.

En esencia, este método es lo siguiente: Se da un valor arbi-
trario al dngulo de torsién inicial y a la frecuencia, y con estos
valores determinaremos el momento correspondiente al otro ex-
tremo del eje. Se repite esto un cierto numero de veces y se
construye una curva que tenga por abscisas [recuencias, v por
ordenadas, momentos. El punto en que esta curva corta al eje
de abscisas, nos da la frecuencia propia de vibracion del eje.
En efecto, en ese punto el momento en el extremo es nulo, lo
que nos dice que no es necesario aplicar ningiin par al eje para
que vibre con esa frecuencia. FEs decir, que abandonado a si
mismo vibra con esa frecuencia.

Voy a hacer aplicacién al motor en estudio.

Para ello diremos primeramente que el incremento de mo-
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mento, producido por una masa de momento de inercia mecdni-

co I y sometida a un dngulo de torsion 1, es:
AM=axz2q* 1,0,

. ; 2=
= Frecuencia =

])
El incremento del dngulo de torsién, por una longitud de
eje I, es:
(M, A1
G,

A=

I, —= momento de inercia polar del eje.
(r = cocficiente de elasticidad de transversal.

Para mayor comodidad se disponen los cilculos, como se in-
dica en el cuadro adjunto. Operando en la misma forma y
dando a P los valores sucesivos de 40, 45 y 50 radianes, se ob-
tienen otros tres cuadros andlogos, con los cuales se ha cons-
truido la curva de la fig. 3, y por ella vemos que la frecuencia
propia fundamental, o primario, corresponde a siete periodos por
segundo, es decir, una velocidad de 7 < 60 = 420 revoluciones
por minuto. Para determinar el secundario de la vibracién
propia, bastaria seguir dando valores a p cada vez mayores, vy
nuevamente volverian a tomar valores positivos los momentos,
¥, por lo tanto, a cortar la curva al eje de abscisa, y ese punto
de interseccién nos daria el secundario, y asi sucesivamente
el terciario, etc. Dada la forma de la curva se ve que éstos
corresponderian a frecuencias elevadisimas, y, por lo tanto, no
nos interesan,

El régimen normal del motor seria, aproximadamente, 1.800
revoluciones por minuto, luego ya vemos que no hay peligro de
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bien, sabemos que este par periddico puede desarrollarse, se-
4 1 p P ]

gnn la serie de Fourier, del siguiente modo:

YVe—=dy+ A,coswut + Aycos2wmi -+
...+ Bysenwl+ Bysen2wt +

oAy cosnwt
v+ By sen nwt.
Por lo tanto, podra haber resonancia siempre que la frecuen-

cia de alguno de los términos de esa serie coincida con la fre-
cuencia de alguno de los modos de vibracion natural del eje.

Momenlos

ryrarel

F83a 10

Frecuencias

25

B s

Fig. 3.

En un articulo proximo indicaremos el modo de determinar
esas frecuencias, y cémo se tiene en cuenta la masa del eje,
aunque desde luego se sabe que por tener en cuenta esa masa,

resonancia entre el primario y el par periddico motor. Ahora  la velocidad de resonancia disminuye.
J ; P ;
P = 30 radianes. n = — 4,77 periodos por segundo.
4 =2 n? = 987,3. Log. 4 =2 n? = 2 95294,

TROZO a a; =~ TROZO b b,

. Log. | Valor. Log. | Valor. : Log. |

I (Kilogramos mm?)..  3,77014 6027,56 3IT014 | 6027,56 3,77014
( (Kilogramos mm?) .. 3,95424 9000 3,95424 | 9000 3,95424
Jilmadhs o e 6,20096 | 15884 > 107 6,2000G | 15884 < 10° | 6,20096
f(mm).. ... .o, 2,25047 181,75 2,56050 | 363,5 t2,5&::‘;0

! |
GJ 810427 | . ooeil.. 840530 L. 8,40530

fal principio del tro- | I
20 ... 0 1 1,96976 | 09328 | 1,82508

Momentos en la scc-| |
cidn anterior,.....o | cver | 0 | 5285 100 | L., |
2,95204 | 2,05204 | 2,95204
4+ M 3,77014 ‘ 2,77014 3,77014
0 1,96978 1,82808
47t I
6,72308 | 5285 — 10° | 6,69286 | 4930 = 10° | §,55116
M4-a0f 6,72308 | 5285 =< 10° | 7,00923 | 10215 = 107 | 7,14890
a1 6,72308 7,00023 7,13899
8,10427 | 8,40530 | 8,40530
(M4 4201 '
G/ 2,82735 0,0672 1,41453 0,2597 1,4429
| | |

| TROZO « I’

TROZO d d,  TROZO e ¢, | TROZO f f,

Valor. Log.  Valor. Log.  Valor. Log.  Valor.
6027,56  B,77014 602,56 B,77014  G020,56  B77014 6027,56
9000 3,95424 9000 3,95424 9000 3,05424 9000
15884 = 10°  6,20006 15884 > 10°  ,2006 15884 — 10°  6,20096 15884 > 102
363,5 2,56050 363,5 2,56050 63,5 2,56050 363,5
ceeeeeeees BA0B30 | L. 840830 ..., e | 840530 | L. ienies
0,6731 L,50920 03230 1,84880  — 0,0706  1,55098 — 0,3693
10215 > 10¢ S LTI 10Y L | 15T 100 Lol | 11748 100
2,95294 2,95204 2,05204 |
3,77014 3,77014 3,77014
1,50920 1,84880 1,55008
9557 =< 100 G.28228  17072< 10V G.5TIBS  ~ 3731 108 6,27406  — 1879 < 107
187725 107 TA80T4 15470 10° | T,06996 11748 = 10°  6,99427 9869 100
T,18974 7,06996 6,00427
8.40530 8,40530 8,40540
0,3501 1,59504 08936 147526 0,2087  1,39957 0,2509

140



